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CHAPTER 1. INTRODUCTION AND L ITE RATURE REVIEW 
I nt ro d u c tion 
The a b il i ty to  make the c�rrec t d ec i s i o n i s  a n  
a b ili ty that i s  perh a p s  desired b y  a l l h u m a n  be i n gs . 
B eing a b le to m a ke a c o r r e c t  deci s io n  is a f u n c t i o n  of the 
a m o unt o f  i nfo rmat i o n  t ha t  is a v a i l a b l e t o  the de ci s i o n  
ma k er .  H is ab i l i ty t o  ma ke a dec is i o n i s  en ha nced by the 
u s e  of m a chi ne s  sp e c i a l l y  d e s igne d f o r  o b ta in ing i n f o rm a -
t i o n  o r  m ak i n g d�c i s i o n s  s u ch as a n  el e c t ro n i c  c o m p ut e r. 
S u ch is the ca s e  i n  the a p p l i cat i on o f  pa t t e r n  re cog n i t i on 
to a remote s e nsi n g  p�obl 2m. 
P a t tern recognition i s  defined he re a s  te chn i que s 
which hel p di stinguish between s e ver a l  cl asses such tha t 
the cla s s if ic a tion er ror is minimized. In the fiel d of 
remo te s e ns i n g ,  investigators have b e e n  giv en the task 
o f  c l a s s ifying the data tha t appea rs o n  phot og raph i c  
i m a gery o b tain2d f rom a eri a l  fl i g ht s . Mu ch t i me wou l d  be 
sa ved if the dat� cou l d b e  p r o ces sed by a ut o mati c m ea n s . 
In o rder.t o  solve the task g i ven a b o v e , measurements 
m ust be taken on the i ma g e ry b y  the use of i nst r u ments 
1 
suc h tha t  the data o b t ai ne d are c o m p a t i b l e fo r use w i th a 
co mp u t e r .  A Ma cBet h densit omete r whi ch me as u r es t he amount 
o f li ght t h at is t r a n sm i tted thro u gh the p i e c e o f  i magery 
i s  u s e d  now. The ou tput o f  the dens i tome ter co n s i st s  of 
2 
th e n e u t r a l ,  r e d , _ g r e e n  a nd b l ue o pti c a l  d e n s i t i e s w h i c h 
are r e c o r d ed o n  c o m pu t e r  c a r d s .  T he op t i ca l  d e n s i t ie s  a �e 
ar e f e a t u r e s  o r  a t t r i bu t e s i n  the c l a s si f i ca t i o n  p r o c e s s .  
Wi t h  t ht s d a ta , o n e  m ust a t t e mpt t o  c l a s s ify t h� c l a s s tha t 
is r e p r e s e n t ed a t  a s p e c i f i c  pos i t i o n o n  th e i m a g e ry .  
Be i �g ab l e  t o  m a ke a c o r r ec t  d e c i si o n i s  a f un c t i o n 
of t he pr ob a b il i ty d e n s i ty f u n c t i o n s  o f  t he o p t i c a l  
d e n sft i e s . I t  wo u l d b e  a pp r o pri a t e to k n o w  t he r e q u i re d  
a c c u r a cy o f  t he r e a d i n g s  a n d  t h e  n u m be r  o f  r e a d i n g s  a 
pe r s o n  m u st t a ke t o  p r o v i d e a n  acceptable c l a s s i f i c a t i o n  
e r r o r . It m a y  be p o s s ib l e t h a t  o t h e r  f a c t or s  m i g ht a l s o  
tn f lu e n c e  t he c l a s s i f i c a t i o n  e r r o r . O t h e r  i n v e s t i g a t o r s  
ar e a ls o  c o nc e rne d a b ou t  a c c u r a cy a n d  th e num b e r  o f  f a c t o r s  
th a t  n e e d  t o  b e  m e a s u r e d  a s  p o in t e d  out by M a r s h a l l a n d 
Kr i �g l e r  I.1] o f  Wi l l o w R u n L a bora t o r i e s a t  t h e  U n i v e r s i ty 
o f Michigan. T he y s t a t e :  
On e m u s t  deci d e  ho w many of t h e s e  f a c to r s  s ho u l d  
b e  m e a su r ed a n d  wi th w h a t accuracy, s u c h  t h a t  
s u i ta o l e c l a s s i f i c a t io n  performance i s  o b t a i n e d  
tn ac t u al day -t o �d a y op e ratio n . I t  a l s o  r a i s e s  
the questio� o f  w he t h e r  a ppr o a ch e s  exis t w h i �h 
ca n m i n im i z e t he n u m b e r  a n d  a c c u ra cy of r e q u ir e d  
m e a su r em e nt s . 
D e f i n i t i on of Re s e a r c h O b je c t i ve 
T ne prim a r y pu r po s e  of t h i s s t udy is to d e t e r m i n e  
th e q u an t izer p ar a m e t e r s  w h i c h  minimize t h e  p r o b a b i l i ty 
o f e r r o r . T he n ece s s a r y  c o n d i tion s t o  m i n imi z e  t he 
J 
p r oba bi l i t y  o f  er r o r  f o r q u a n ti zed d a ta a re d er i ved . 
T he s a m e c r i ter i o n  w i l l  be a ppl i ed to bo t h  c o n ti n u o u s  
a nd q u a n ti zed d a ta .  T h a t i s ,  th e g o a l  o f  the r es ea r c h  i s  
t o  d eter mi n e  th e pa r a m eter c o n d i ti o n s  f o r  the bes t 
q u a n t iz er a n d to d eter mi n e i f  th e er r o r r a te c an a p p ro a c h 
t hat o f  the c o n ti n u o u s  c a se .  
A s ec o n d a ry o bj ec ti v e r el a tes to t he num ber o f  
r e qui r ed measurements. A s et o f  c u r ves w i t h  p r o ba bi l i ty 
of er r o r v er sus n u m ber o f  s a mpl es f o r v ary in g  degr ees 
of acc u r a c y  are to be gi v en .  T h e  s et o f  cur ves a r e 
to  p r o v id e  a tr a d e- o f f betw e en a c c u r a c y  a n d n u mber o f  
sa mpl es f o r  a sp ec i f i ed pr o ba bi l i ty o f  er r or . As th e 
nu mb er o f  s a mpl es a pp r o a c h es i n f i n i ty ,  t h e  pr o ba bi l i ty 
o f  er ro r w ill ap pro a c h z e r o . 
M o d el f or Im a �  Pr obl em 
T o  u nd er s tan d the a ppr oa c h  to t h e  i m a g ery  pr o bl em ,  
i t  wi l l  be ad v a n t a g e o u s  t o  u s e t h e  c omm un ic a ti o n s y s tem 
m o d el a s  p r e s e n t�d by Wo z e n cr a f t  a n d Ja c o b s  I2J s h o wn 
i n  fig. 1.1 . . I n  t he fi g u r e ,  m r epr es en ts a mes s a g e , 
s ( t} r ep r e s e�t s  a n  en c od ed v er s i o n o f  m and r ( t) i s  th e 
r ecei v ed s i g�al a fter goi n g  th r u  th e c h an n el . A f ter th e 
. s i gna l ha s go n e  thr u t he r ec ei ver ,  d e t e c to r an d qu a n t i z er ,  
a d e c i s i o n  is mad e c a l l ed�. Th e m i 's a r e  th e s i gn a l s 
fo r the tth c l as s es .  
3 
m ( t) -.... 
., 
m· 1 
.1 Oisturbance 
\Y 
s(t) __ r(t) > Transm·i tter {s;(t } Channel 
I Recei-�er-l 
front end I 
I 
. 
, 
� 
" 
: 
- -.. 
'Detector � Quantizer r Decision 
; 
Fig. 1. 1 .  A communication systems model. 
Reproduced with permission from John Wiley and Sons, Inc., New York. 
Wozencraft and Jacobs [2], p. 129. 
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I n  t h e  r e mot e s e n s i n g  a p p l i c a t i o n , a t?·a ns m it t e r  t h a t  
s e n d s o ut en cod e d  m e s s a g e s  d o e s  n o t e x i s t . Th a t  i s ,  t h e  
m e s s a g e  m c on s is t s  o f  r e f l e c te d  a n d  r ad i ated e n e r gy f r o m  
e a ch of t h e  ;t h c l a s se s .  T h i s  e n e r gy i s  a t t e nu a t e d  a n d  
s c a t t e r e d  by t h e  e a r t h 's a tm o s p h e r e  a n d  a rri v e s  a t  t h e 
rec ei v e r a s  r ( t ) . T h e  r e c e i v e r  c o n s i s t s  of s e n so r s  d e s i g n e d  
t o  m e a s u r e  t h e  a m o u n t  o f  en e r gy  p r e s e n t . Th e r e c e i v e r  i s  
a l e n s  m o u n t e d  o n  a c a m er a  b o d y  w i t h  t he de t e c t o r b e i n g  
ftlm that i s  c a pa b l e o f  d e t e c t i n g the amount o f  e n e r g y  
p r e s ent . � p i e c e  o f  i ma g e ry i s  p r o d u c e d after a p p r o p r i ate 
c �e m i c a l  p ro c e s s i n g . T h e  Ma c B e t h  d e n s i t o met e r  p r e v i o u s l y  
m e n t io n e d c an be c o n s i d e r e d  t o  b e  t h e  qu a nt i z e r  wi t h  a 
c om p u t e r  or h u m a n b e i n g  t h e  d e c i s i o n  maker. 
The p u r p o s e  o f  t h e  r e c ei v e r  i s  t o  ma ke a d e c i s i o n a s  
t o  whic h s p e c� fi c m e s s a g e  ha s b e e n  t r a n s m 1t t e d  an d n o t to 
r e c o n s t r u c t t he w a v e f o rm . T h e  q u a n t i z e r plaY'S a n  i m p o r t a n t 
p ar t a s  t o  w h i c h  d e c i s i o n i s  m a d e . T h i s  inv e s t i g a t i o n w a s 
c o n d u c t ed u n d e r  t h e  a s s u m pt i o n s t h a t  the cha r a c t e r i s t i c s  
of t �e c ha n ne l  a r e  u n k n own . A s i g n i fi c a n t  fa c t o r  i s  t ha t  
t he m e s s�ge m is a l s o u n kn o wn .  A n o t h e r ass u m p t i o n  t h a t  
ts u s ed is �hat t h e i m a g e r y  c on t a i n s i nf orma t i o n u s e f u l t o  
d e t e rmin e t he c hara c te r i s t ic s  o f  a cla ss .  For t h i s  s t u dy , 
t h.e s e c li a r a c t e r i. s t i c s a r e t h e o p t ·i. c a 1 d ens i t y r e a  d i n g s . 
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Pre v i e w o f  C o n t e nts 
A b r i e f pre vi e w  o f  t he co n t e n t s  i s  pre s en t e d  h e r e  to 
a id t h e  r e a d er in f o l l ow i n g  th e d e v e l o pm e n t  of s u c c e ed i n g · 
c h a pters . In Ch a pt e r  2, a b rie f r e v i ew o f  b a s i c c o n c e pts 
tha t a r e  u s ed i n  t h e  s t ud y  a r e pr e s e n t e d . S o m e  d e fi n i t i o n s  
r el a t i n g t o  d ec i si o n t he o r y  a re g i ve n  a s  we l l a s  t h e  B a ye s '  
s o l ut i o n  f o r d e c i s i o n m aki n g .  
Ch a p te r  3 pr e s e n t s  t h e  s pe c i f i c  pro b lem  t h a t i s  
a n a l y z e d  a n d a d e s c ri pti o n  o f  a p r o c e d ure  to  e v a l u a t e a 
d e c is i o n  m aki n g  p r o ce s s . The q u an t i ze r  i s  d i s c u s s e d w i th 
r e f e r e n c e  t o  t h e  m a t e r i a l  p r e s e n t e d  i n  Appe n d ix ·A .  T h e 
e r r o r  r a t e s  f o r t h e c o n t i n u o u s  d a t a c a s e  a r e  d e r i v e d a n d  a 
q u a n t i z e r w ith M a x ' s  pa ra m e t e rs i s  u s e d . T h e o pt i m u m  
qu a n tiz e r is d e r i v e d . 
A n  a p p l icat i o n  t o  a g e n e ral r emo t e  s e n s i n g p r o b l em  i s  
pre se n t e d  i n  C ha pt e r  4 .  I n  t he c o n c l u d i n g c h a pt e r , t h e 
in terpre t a t io n  o f  t h e  r e s u l t s o f  Ch a pt e r  3 a r e pr e s e n t e d . 
Some rec omme ndat i o n s a r e  pr e s ent e d  f o r  fu t u r e  w o r k . T hi s 
. 
ftrst c �a pt er c o n c lu d e s  w i th a l i te r a t u r e  r e v i ew.  
· ·lft�tatu te R��i ew 
U n tfo rm qu a n t i z a t i o n  h a s  be e n  s t u d i e d u nd e r  th e l e a s t 
me a n �squ ared-e r r o r  by M ax I3J. M a x  d i s c u s s e s  the p r o b l e m o f  
m in tm fzin g  the d i s t nr t i o n o f  a s i g n al f o r  a f i x e d  n u m be r  o f  
qu a n t ize r intervals. H e  p r e s ents r e sul t s  for t h e  i n te r va l  
��ac fn g o f  the op t imu m u ni for m qua n t izer w i t h  the i n put d a t a 
d is t r ibu ted n o rma l l y  wi t h  m e a n  ze r o  an d varianc e one . 
Kintz and K u r t e nb a c h  I4J st at e t hat the mea n-squared­
error c an be se parat e d into three additive terms: 
the representation error ( d ue to s a m p l i� g  hefo re t h e  
tran smf t t e rl; t�e qua n t i za t i on o r  ro u nd -o ff error a nd the 
c�annel error. They argue that t he s e  t hre e t e rms a r e 
not ind epe n de n t . T h e i r  i n v e s t i g a t i on s  w ere re l a t e d  t o  
several s u bo ptima l  bu t probably easily implementable 
quant1zers. 
Other . inv es t i ga tor s of o p t imum qu a n t i z e r s  a n d  
approxtma tio n s  t o  optimum q u a n t i z e rs in c l ud e  Bru6e [5] , 
A�gazf I6] and Ve l ichkin I7] . T hou g h n o t  dire c t l y re l ated 
to an op t imum qu an tiz er , Bennett IBJ g i v e s  i n f o rma t i on o n  
t �e s pec t ra of qu antized signals. The word o pt i m um is 
va gue sinc e wh a t  i s  o pt i m u m  u nder one cond i tion m a y  n o t b e  
opt imu m under a nothe r c o ndi t i on. This can oe i ll u s t ra t ed 
bf re ferr i n g to Blizard 191 and M e s ser s c hmi t t  IlOl. 
Blizard pres e nts qu an t iz i n g fo r co rrel a t ion de c o d i n g w h i le  
Messerschmttt i n ve sti g ates q u an t i z i ng f o r  maximum o ut p u t 
en tropy . Diamantides Ill] a pplie s qua n ti zati o n to pic tu re 
proc es si n g , bu t just g i ve s r e s u l ts o n  t wo l e ve l  
quan t iz a t i o n for detec ting bound a r i e s . 
Given the inpu t  probability dens i ty fu n c t i on (pdf), 
Wa tt s I12J p r e s e n t s a m e thod of determ i n i ng th e . ou tpu t pdf 
Qf a qu a nt i ze r . K n o w i n g  t he pdf i s  useful iD determining 
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t he c l a s s ifi c a t i on e r r o r f o r a two- c l a s s  p r o b l. em . 
P a p o u l i s  113] p o i n t s  o u t  t h a t  the o u t p u t  p d f o f  a q ua n ti ze r  
i s  a s eri e s  o f  im p ul s e s. Wo z e nc r a f t a n d  Ja c o b s  I14] 
p r e s e n t  s o m e  info rm a t i o n o n  q u ant i ze cl  c ha n n e l  a n d r e c e i v e r  
mo d e l s .  
A l l o f  t �e a fo r em e n t i o n ed  re fe r e n c e s  c o n c e r n  
t hem s e l v e s  wtth a s i �g l e c la s s  an d he n c e  d o  n o t  d i r e c t l y 
a p p l y  t o  t ne p r oba b i l i ty _o f  e r ror p ro b l em .  H o we v e r , 
t he y  d o  p r o vi d e . g e n e r a l i n f o r mat i o n  a bo u t  q u a n t i z e r s . 
Ha nc oc k a n d Wi n t z [15] p r e�e n t  t h e  n ec e s s a ry 
i n form a t i o n  a s  a s t a r t  f o r s o l vi ng t h e  tw o - c la s s  · p r o b l e m . 
Va r io u s  d e fi n i t i o ns a r e  g i v e n  whi c h  h e l p o n e  t o  u n d e r s t an d  
t he d e c isio n p r o c e s s .  
fu n ka n �g a  a n d Kr i l e [16] a ppr o a c h th e p r o b l e m  o f  
f in d in g  t h e  c l a ss i f i c a t i o n  e r r o r  w h e n  mo r e  t h a n  o n e  
f e at u r e i s  u s e d . T h ey pr es e n t  th e e xa c t  a l g o r i t hm a s  
we l l  a s  a n  a ppr o x i ma t e  a l g o r i thm w h e n  c l as s i f i c a t i o n  
ts m a d e hy a n  op ti m u m  B a y e s ' c l a ss i fi e r .  Fu k u n ag a  a n d 
Ke s s e l l I17J ha v e  d o n e w or k  on t h e  e s ti ma ti o n  o f  
c l a s s ifi c a t ion e r ro r  wh e n  t he cla s s i f i e r i s  d e s i g n e d  
a n d t e st e s with a f i n i t e n u m b e r o f  a l r ea d y  c l a s s i f i e d 
s a m p l e s. They ass u m e  a n o rm a l  di s tr i bu ti o n  f o r  t h e  
d a t a .  
This st udy i s  s i g n i f i c a n t  i n  t h a t qu a n ti zati o n  is 
ap p l i e d to  a probl e m  when t h e r e  a r e  d a ta fr o m  m o r e  th a n 
on e c l as.s. Ava i la bl e  l i te r a t u re i s  c o n c e rn e d  wi th 
re p r o d uc tio n o f  a mes s a ge a n d  min i mi z i n g th e a s s o c i a te d  
e r r o r. T hi s study i s  c o n c e r n e d  w i th a r ece i ve r  th a t  make s 
a d e c i s i o n a s  to w h i c h me s s �g e  wa s tr a n s mi t te d . T h e 
m e s s �g e  i s  n o t  r e c o n s tr uc te d . Th e r e a p p e a r s to b e  n o  
l i te r a tu r e o n  mini mi z i n g  th e p roba b i l i ty o f  e r r o r  w h e ri  
u s i n g q u a n tiz e d  d a ta.  
T h e c o n d i t i o n s  f o r  th e o p ti ma l  q u a n ti z e r  th a t  
�i n i mi ze s th e p r ob a b i l i ty o f  e rro r w h �n m a k i �g a d e c i s i o n 
a r e  d e r i v e d  fo r th e o n e  s a m p l e c �s e . T h e o p ti m u m  
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q u a n ti z e r  pr o v i d e s  th e d a ta s u c h  th a t  wh e n  ma ki n �  a d e c i s i o n 
a s  to wh i c h c l a s s th e � a t a  c a me fro m  the p ro b a b i l i iy o f  
e r r o r  i s  th e s a m e  a s  i n  t h e c o nti n u o u s  c a s e .  
T h i s  me a n s th a t  t h e  a c c u r acy o f  t h e me a s u re m e n t  c a n  
b e  l e s s  p r e c i s e  a nd o n e  c a n  s t il l  h a v e t h e b e s t p ro b a b i l i ty 
of e r ro r . I f  i t  i s  a s s u me d  th a t  c om p l e x i ty a n d  a c c u r a cy 
a r e d i r e c tl y  p r op o r ti o n a l  to e a s e o f  i m p l e m e n ta ti o n  a n d  
c o s t , th e n  th e o p t i m u m  q u a n ti zer s ho u l d  b e  e a s i e r  t o  
i m p l e me n t  i n  te r m s  o f  h a r dw a r e a nd a l s o  ch e a p e r .  T h e 
o p ti m u m  q u a nt i z er w o u l d p r o ba bly b e  f a s te r .  T h i s  d e p e n d s  
o n  th e ty pe o f  h a r d w a r e d e v el o ped . 
T h e  a cc u r a cy o f  a q u a nti z e r  w i th s p e c i f i e d p a r a me te r s 
may b e  s u ffi cie n t  i f  o n e  i s  i n te r es te d  i n  a s p e c i f i e d  
p ro b a bi li t y  o f  er r o r ·. T h i s  ty pe o f  i n f o rm a ti o n c a n  b e  
o b tai n e d  f r o m  tr a d e - o f f  c u r v e s  wh i c h a re p r o v i d ed .  
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CHAPTER 2. R EV I EW OF BASIC CONCEPTS 
T he p u r p o s e  o f  th i s  c ha p te r  i s  to p res e n t th e b a s i c  
c o n ce p ts of pr o bab i l i ty ,  s ta ti s ti c s , ra n d o m  var i a b l e s  a n d 
d e c i s i on the o r y  w h ic h  a r e a p p l ied to th i s  s tu dy o f  
q u a n tiza tion . E n ti r e · b o ok s h a v e  b e en w r i tte n o n  th e 
s u bj e c t s o f  p r o b a b i l i ty ,  s ta ti s ti c s a n d ra n d o m  v a r i a b l e s .  
Amo n g  t h e s e  a r e th e b o o k s  b y  B re i ma n  [18] , P a p o u l i s  (19], 
H�g g a nd C r a ig [20], M i l le r  a n d F r u e n d  I21] a n d  Wo z e nc ra f t 
a n d  Jacob s I22 J . B o o ks th a t  h a v e b e e n  u s ed fo r th e p a r t  o n  
d e c i s i on the o r y  a re H a n c o c k a n d W i n tz (23] a n d 
Schwartz I24J. 
Probabilit1, S tat i s ti c s  a n d R a n d om V a ri a b le s  
An e x p e ri m e n t  c a n b e  r e f e rr ed to a s  a ny p r o c e s s  of 
ob s e r v a t ion o f  so m e  e v e n t  o c c u rri n g .  An ex p e r i m e n t  i s  
. g e n e r a lly u s e d  to i l l u s t r a te th e f u n d a m e n ta l s of 
p r o b a bi l i ty .  C o n s i d e r a n  e x p e rim e n t  th a t  i s  p er f o r m e d  
w h i c h  t e rmi n a te s  in o n e  o f  k d i ff e re n t  way s . P r i o r to 
the e xp e rim e n t  th e o u tc o m e  i s  not p r e d i c ta b l e ,  a n d th e 
e xp e rime n te r ha s d e c i d e d u p o n  a c ri te r i a� o r  s e t  o f  
c o n d ition s  under w h i c h  h e  w i l l  o b s e r v e  th e o u tc om e s .  I f  th e 
e xperim ent i s  r e p e a te d  u n d e r  th e s a m e  s e t o f  c o n di ti o n s , 
t he n  a random e xper i m e n t  h a s b e e n  p e rforme d . T h e  s a m p l e 
s p a c e  S con t ai ns th e k p o s s i bl e  o u tc o m e s  a n d e a c h  o u tc o m e  
ts a n  e le me nt of the s a m p le s p ac e . 
The rel ati v e  f reque n cy o f  o c c urr e n c e  o f  e ac h  o f  th e 
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k o u t c o me s  c a n be de t e rm i n e d by r e pea ti n g  t h e  e x p e r i m e n t  N 
i nd e p e n d e n t  t i m es.  By o b s e r v i n g t h e  n u m b e r  of  t i me s  t h e  
j t h  e v e n t  o c cu r r e d , d e n o t e d  by N j w h e r e  j = 1 ,  2 ,  ... , k ,  
t h e n  t h e  ra t i o  N j/ N  g i v e s  t h e  r e l a t i v e  f r e que n cy , fj , wi t h  
j = 1, 2 ,  . .. , k ,  o f  o c c u r r e n c e o f  t h e j t h  e v e n t .  I n  t h e 
l i m i t a s  N + 00, t h e  re l a t i v e  f r e q u e n cy w o u l d s t a b i l i ze 
t o wa r d s a v a l u e p j . T h i s  v a l u e ,  p j , i s  c a l l e d t h e  
p r o b a b i l i ty t h a t  t h e  e v e n t  j o c c u r s . T h e  s u m o f  a l l t h e  
k 
p j IS e q u a l s o n e , ( L p ·  = 1 ) o r  t h e  p r o b a b i l i t y o f  t h e  s e t  . 1 J J= 
o f  ev e ry p o s s i b l e  o u t c o m e  i s  o n e . 
I n d e p e n d e n t  e v e n t s  o c c u r  i f  t h e  ou t c o me o f  a t r i a l  i n  
a n  e x p e r i me n t  d o e s  n o t  a f f e c t  t h e  o u tc o m e  of a ny o t h e r  
t r i a l . M u t u a l l y  e x c l us i v e e v e n t s  a r e  events t h a t c a n n o t  
h a p p e n  a t  t h e  s a me t i m e .  I f  two e v e n t s  in a n  e x p e r i m e n t  
a r e  mu t u a l l y  e x c l u s i v e , t h e n  t h e  p r ob a b i l i ty o f  t h e two  
e v e n t s  o c c u r r i ng i s  th e s u m  of  t h e i r  i n d i v id u a l p r o b a b i l i ­
t i e s .  
I t  ma y h a p p e n  t h a t t he o u t c o m e  o f  a n  e x p e r i m e n t c a n n o t · 
. 
b e  d e s c ri b e d  d i re ct l y  by a n u mb e r . F o r  e x a m p l e ,  a n  e x p e r i -
me n t  may b e  t h at a c o i n  i s  t o s s e d t h r e e  t i me s  a n d t h e  
i n t e r e s t  l i e s in t h e  n u m b e r  o f  t a i l s  o b s e r ve d . T h e  s a mp l e 
s p a c e wo u l d c o ns i s t o f  TTT , T T H ,  T HT ,  HT T ,  T H H , H T H ,  HHT 
a n d HHH wh e r e  T i s  t a i l s  a n d H i s  h ea d s . Defi n i n g a n e w 
f u n c t i o n X (T )  = x s u ch t h a t  X( T )  = i ,  i = 0, 1 ,  2 ,  3 ,  
d e p e n d i n g u pon wh e t h e r  0 ,  1 , 2 o r  3 ta i l s a r e  o b s e r v e d  
respectively. Th e f u n c t i o n  X ( T )  w h i c h  a s s i g n s  t o  e a c h  
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ou tc ome of th e e x p e r i men t  on e a n d  on l y  on e r e a l  n u m b e r  i s  
c a l l e d a r a n d om va r i a bl e  a n d  th e p rob ab i l i ty th a t  X (T )  = O 
i s  th e s a m e.a s  th e p r ob a b i l i ty for th e e v e nt H H H . N ote 
t h a t  a n e w s a m p l e s p a c e  h a s  b e e n  d e f i n e d . I n s te a d  of h a v i n g  
t h e  e v en ts d e s c r i b e d  by  th e l ette r s  T a nd H, th e s a m p l e 
s p a c e  n ow c on s i sts of th e nu me r a l s O th r ou gh 3. 
A r a n d om v ar i a b l e h a s a d i s tr i b u ti on of p r ob a b i l i ty 
wh i c h i s  c ommonly c a l l e d ·th e p r ob a b i l i ty d e n s ity f u n c ti on 
or p d f .  T h e r a n d om v a r i a b l e s  a re e i th e r  d i s c r e te or 
c onti n u ou s ;  I f  t h e s am p l e s p a c e  A f or X c on s i s ts of a 
f i n i te n u mb e r  of p oi n ts , l e t th e r e b e  a f u n c t i on p ( x ) s u c h  
t h a t  x i s  a n  e l e me n t  of A a n d  th a t  Ep ( x ) = 1. Whe n x ta k e s  
A 
on on l y  a f i n i te n u mbe r of v a l u e s , X i s  a d i s c r e te r a n d om 
v a r i a b l e .  A r a n d om v a ri a b l e X w h i c h i s  c on ti n u ou s  h a s th e 
i n te g r a l  of p ( x ) of on e .  T h a t  i s , 
f p ( x ) d x  = 1. 
A 
T h e  c u m u l a ti v e  d J s tr i b u ti on f u n c ti on ( c d f ) of th e r a n d om 
v a r i a b l e  X i s  th e c u m u l a ti v e p r ob a b i l i ty that X i s  l e s s  
th a n  or e q u al to a n  e l e me n t  i n  th e s a m p l e s pa c e. T h i s  
f u n  c t  i on F ( xJ i n te rms of th e i n t e g r  a 1 for th e con ti n u o u s 
i s  
F ( x ) = P (X�x ) = JXp ( w ) dw . 
-oo 
F or a d i s c u ss i on of the ge n e r a l p r op e r ti e s  of th e p d f a n d  
c d f  th e r e a d e r  i s  r e fe r re d  to P a poul i s  [25). 
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I n  p r o b ab i l i ty ,  a p a r a me t e r  t h a t  i s g e n e r a l l y  r e g a r d e d 
a s  b e i n g  im p o r t a n t i s  t h e  ex p ec t ed va lue o f  t h e r a n d om 
v a r i a ble . T h e  e x p e c t e d  v a l ue o f  t h e  r a n d o m  v a r i a b l e X i s  
00 
E [ X ]  = J x p ( x)d x  
-oo 
for t h e c o n t in uo us c a s e . I n  t he d i s c r e t e  c a s e  t h e  e x � e c t e d  
v a l u e  is a s u mm a t i o n  g i v e n  by 
If the p d f  J s e v e n  ( p ( x ) = p { - x)) , t h e n  t h e  e x p e c t e d  v a l u e  
o f  X i s  z e r o .  T h e t e r m E [ X J  i s  o f t e n c al l e d t h e  mea n o f  
t h e  r a n d o m v a r i a ble X a n d i s  d e n o t e d by µ ( M u ). 
I n  o r d e r  t o  g e t  a n  e s t i ma t e o f µ f ro m  s a mp l e d a t a , 
s t a t i s t i c s  a r e  u s ed .  A s t a t i s t i c  i s  a n u mb e r  me a s u r e d  o r  
c a l c u l a t e d  fr om  sam p l e d a t a w h i c h s h oul d  b e  v e ry c l o s e  t o  
t he p a r a m e t e r b e i n g e s t i m a t e d . H e n c e , g i ve n  n s a m p l e s  
f r om a d i s t r i b ut i o n X , X , . . .  , Xn , t he s t a t i s t i c  t h a t  i s  1 2 
u s ed t o  e s t i ma t e µ is X o r  t h e  s a mp l e me a n  d e f i n e d  b y  
n 
X =. l X;/ n .  
i =l 
Wh en t h e  e x pec t e d  v a l u e  o f  a s t a t i s t i c i s  d i f f e r e n t  f r o m  
t h e  p o p u l a t i o n  p a r a m e t e r  b e i ng e s t i m a t e d ,  t h e n  t h at 
s t a t i sti c i s  c a l l e d a " b i a s e d " e s t i m a t e o f  t h e p a r a me t e r . 
The  e x p e c t e d  value fo r the sample mean I i s µ . · 
A n o t h er e x pec tat i on t h a t  i s  r e g a rd e d a s  b e i ng i m p o r t a n t 
239659 
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i s  t h e  v a r i a n c e d e n ot e d b y  a2• I n  t e rms  of e x pe c t a t i on ,  
t h e  v a r i a n c e i s  gi v e n  b y  
T h e s q�a r e  root of t h e v a r i a n c e i s  c all e d  th e s t a n d a rd 
d e v i a t i on a n d  i s  g e n e ral l y  i n te r p r e t e d  a s  b e i n g a me a s u r e 
of d i s p e r s i on of t h e  r a n d om v a r i a b l e  r e l a t i v e t o  t h e m e a n .  
T h e u nb i a s e d  s t a t i s t i c  f or e s t i ma t i ng a2 i s  s2. T h e 
s am p l e v a r i a n c e  i s  ob t a i ne d  by 
n 52 = 1 { -)2 � E X .- X  . 
11-i ;�1 1 
H a d  t h e mu l t i p l i e r b e e n  l/n i n s t e a d  of l/ n - 1 ,  t h e n  t h e 
e x p e c t e d  v a lu e  of 52  w ou l d  h a v e  b e e n  [ ( n - 1 )/n]cr 2 •  P r oof 
1 4  
t h a t  52 , a s  d e fin ed p r e v i ou s l y ,  i s  a n  u n b i a s e d e s t i ma te of 
cr2 i s  g i v e n b y  Li n d g r e n  a n d  M c El r a t h  [ 2 6].  
W h e n e ve r  t h e  i n t e r e s t l i e s  i n  a s u bset of t h e  s a mpl e  
s p a c e  or w h en t h e  s a mp l e s p a c e  i s  t h e  s a me for t w o  p d fs , 
t h e n  a n ew p r ob ab i l i ty a s s i g n me n t  i s  u s e d . T h i s  ty p e  of 
a s s i gn me n t  i s  ba s e d  on con d i t i on a l  p rob a b i l i t y d e n ot e d 
by  p ( x j C )  w h ere e i s  a s u bs e t of t h e s a mp l e s p a c e or s ome  
d i s t i n c t i on b e tw e e n  th e two p d fs . 
I n  t h e n e xt s e c t i on s ome c omm on p d fs a re p re s e n t e d . 
T h e s e c t i on on d e c is i on ma ki ng i s  p r e s e n t e d  a s  re l a t ed 
t o  s t a t i s t i c s  s i n c e  i t  i s  u p on s t at i s t i cs t h a t  d e c i s i on s  
a r e u s u a l l y  ba s e d. 
� ··· 
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C ommo n  D i s c re t e  Pr ob a b i li t y Den si t y  F un c t ions 
A B e r n ou l li d i s t r i b ut ion is s om e t i me s  us .e d  t o  d e s c r i b e  
a r a n d o m  v a r ia ble whi c h  c a n t ake on on l y  two v a l ue s . 
G e n e r a l l y  t he tw o v a l u e s  a re as s i g n e d  t o  be 0 a n d  1 .  T he 
p rob a b i l i ty of a O i s  q a n d  t he p r ob a b i l i ty of a 1 i s  p 
a n d p + q = 1 .  T h e  E [X] = p, E [X 2 ]  = p a nd a2 = pq. T hi s 
d i s t r i bu t i o n  i s  us e d  f or on ly on e t r i a l  of a �  e xp e r i me nt .  
G i v e n  t ha t  a n  e x p e r i me n t  ca n te rm i n a te i n  b u t  on e 
o f  two w ay s , u s ua ll y  d e n o t e d  by f a i l u re o r  s u c c e s s ( 0  or 1), 
a n d  t h e p r o b a b i li ty o f  s uc c e s s p r e ma i n s  con s t a n t th r o ug h ­
out n i n d e pe n d ent t r i a l s . The n t h e p r oba b i l i ty of x 
s u c c e s s e s  i n  n t r i a ls i s  g iv e n  by  t h e b i n omia l d i s t r i b u t i o n . 
Th e p d f  f or thi s d i s t r i b ut ion i s  g e n e r a l ly wr i t t e n  a s  
b ( x, n , p ) w h ose e q u a t i o n  i s  
b{x,n,p) = n: px(l-p)n-x x ! ( n- x) ! 
for x = 0 ,  1, 2p ... , n. (2-1) 
Th e e x pe c t e d  valu e or me a n  of t he b i n omi a l  d i s t r i b u t i o n  i s  
Pr oof of t h i s  i s  gi ven i n  (2 7J. The v a r i an ce i s  g i v e n  
CJ 2 = n p ( l-p ) . 
Wh e n  t h e  ex p er i me n t t e rmina t e s  i n  a n y  o n e of k 
d i s t i n c t wa ys i n  n tr i a ls with e a c h outc o me h a vi ng a 
p r o b a b i li ty of p., j � 1 ,  2, . . • � k, t he n  the e xpe r i ment J 
is d e s c r i b ed bv th e mul t i n omi al p d f . .; 
by  
T h e  eq u a t io n  f o r t h i s p d f  is 
n 
w h e r e L: x . 
i=l 1 
k 
= n a n d  E p i = l .  
i =l 
(2-2 ) 
I n  th i s  c as e  o n l y t h e m e a ns of  e a c h  of the x .  ts c a n be 
1 
gi v e n  by 
i = 1 ,.2 :t • • • ' k  . 
C ommo n C o nt i n u o u s  P r o b a b i l i ty D e n s ity F u n c ti'. c ms 
I n  t h e c o n t i n u o u s  c as e , r a n d om v a r i ab·lles· c a n  a s s u m e  
v a l ue s  o n  a c o n t i n u o us s c a l e o r  a f i n i t e s eg m e n t  o f  t h e 
c o n  t i n u o u s s c a  1 e . T h e p r ob a b  i 1 i t y d e n s  i ty f U·n c t i o n t h  at 
is  c o mmo n l y  r e f e r r e d  t o  is t he n o rmal o r  Ga u s s i a n 
d is t r i b u t i o n. I t  i s  d e s c r i b e d  by 
p{ x ) = (2na2 )-� e x p[- ( x-µ)2/2a2] (2- 3 ) 
H e r e  t he p a r a m e t e r s  µ a n d  cr2 re p r e sen t the m e a n  a n d  
v ar i a n c e  of th e r a n d o m v a r1 a bl e  X ,  r e s p ecttv e l y . I f  on e 
de f i ne s  a n ew r a n d o m  v a r i ab l e  s u c h  th a t  
W = [( X-µ )/crJ , 
t h e n  t h e r a n d o m v a r i a b l e  W i s  n or ma l  w i th a me a n  o f  z e r o 
a n d  v a r i a n c e· o f  o n e . T a b l e s a re p re s e n ted in m a ny b o ok s 
o n  p r o b a b i l i ty wh i c h g i v e t h e p r o b a bil i ty a sst g n e d  i n  t h e 
N(0,1) c a s e . 
16 
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D e c i s i o n -mak i ng Pr o c e s s e � 
I n  t hi s s e ct i o n , t h e  o n e - d i m e n s i o n a l  r a n d o m va r i a b l e 
i s  c o n s i d e r e d  a s  g i ve n  by  Eq. (2-3). I nit i al l y ,  s t a t em e n t s  
a b o u t t h e  p a r a m e t e r s  µ a n d a a r e c o n s i d e re d . 
A pa r a m e t e r  ve c to .r e i s  d e f i n e d  by 
! = {µ a]T 
Wh e n  wo rki n g  w i t h  s a m p l e da t a  u n d e r  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  
t h e d a t a  a r e Ga u s si a n , t he p a r am e t e r  µ a nd a a re u n kn o w n . · 
S e v e r a l  s t a t em e n t s  co n c e r n i n g t h e  u n k n o wn p a r a m e t e r s  a r e 
c o n s id e r ed ._ I f  the statement u n i q u e l y  de t e rm i n e s  t h e  
p a r a m et e r  s u c h  a s  µ = 1 a n d a = 1, then t h a t  s t a t em e n t  i s  
a s i m p l e hy p o the s is .  I f  the s t a t em e n t  do e s  n o t u n i qu e l y 
determtne t he u n k no w n  p a r a m e t er s , s u c h  as µ = 1, l<cr<l . 1  
or µ = 1, then the s t a t e m e n t  i s  a c om p o s i t e h y p o t h e s i s . 
ln t h e i n ve s t i g a t i o n s  f o r t h i s p a p e r  µ and a a r e u n i q u e l y  
d e t e rm i .n e d  a n d  h e n c e  f a l l u n d e r t h e  c a t e gory o f  s i m p l e 
hy p o t h e s i s  t e s t i n g .  A test o f  a s t a t i s t i c a l  h y p o t h e s i s  i s  
a r u l e which, when the e x pe r i me n t a l  samples have b e e n  
o b t a in e d , l e a d s  to a d e c i s i o n t o  a c c e p t  or r ej e c t t h e 
hyp ot h e s i s  u n de r  c o n s i d e r a tion I 28] . 
In thi�·study o f  q u a n t i z a t i o n , t h ere a r e  o n l y  t w o  
� o s s tb l e  va l u e s  fo r �' � = e1 o r  � 
= �2• T h e  n u l l  
hyp o t h e s is , H , d e si g n a t e s e = e a n d  the alternate 
Q -1 
hyp o t h es i s , H1, designates e = !2• Wh en t h e  h yp o t h e s i s  H1 
i � true, the c on d i t i o n a l p r o b a bi l i ty d e ns i ty fu n c t i on o f  
t h e  r a n d om var i a b l e X i s. giv en �Y p(X j e  ) a n d  w h en H i s  . -2 0 
t r u e , p ( X l �1 ) . B a s ed u p on an ob s e r va ti o n, t he hy p o t h e s i s  
H0 c a n  e i th e r  be a c c e p t ed or reje c t ed . H en c e , a t e s t  
p r o ce d u r e f o r m ak i n g  a d e cis ion f s  n e ed e· d. T h e ty p e  o f  
s t r a t e gy i n v o l ved i s  c a l l e d a de cis i o n  r ul e . 
T h e  d e c i s i o n r u l e  i s  fo rm� l a t ed by par t i t i o n i n g th e 
e n t i r e s am p l e s p a c e S i n to two su b s p a c e s  S a n d  S a n d  1 2 
t h e n  d e t e r m i n i n g  t h e b o unda ry b e tw e e n  th e tw o s u b s p a c e s . 
O n e  d e c i d e s  i n  f a v o r  o f  H0 i f  the d a t a  v ec to r  f a l l s  i n  S1 
a n d rej e c t� H0 i f  t h e  d a t a vect�r f all s i n  S2• H a vi n g  
t h i s  c o n ce p t  in m i nd ,  i t  is p ossib l e  t o  c om m i t tw o ty p e s  
o f  e r r o r s . A l p h a  i s  th e pr obabi l i ty of an e r r o r o f  t h e 
f i r s t k i nd o r  t h e  p r o b a b i l ity nf r ej e c t i n g  H0 w h e n  i t  i s  
t r ue .  I n  i n t e g ra l  f o r m  a l ph a  ii s  d e f i n e d  as 
18 
(2-4 )  
Be t a  i s  t h e p r o b ab i l i ty o f  an e r r o r  of t h e s e c o n d  k i n d o r  
t h e p r o b a b i l i ty o f  a c c e p t in g  H w h e n  i t  is f a l s e . B e t a i s  
.e = J p ( x ' e )ax. (2-5 ) S1 � -2 
If t h e a pr i o r i  i n fo rmatio� about t he o c c u r r e n c e o f  
t h e e v e n t s d e s c r i b ed by �1 an d ei2 a nd a kn ow le d g e  o f  t h e 
c o s t  f u n c ti on s w h i c h d es c rib e t• e e f fec ts of d e c i d i n g  H i 
i s t r u e w h e n H . ; s t r u e , i , j = O· , 1 , a re kn  ow n , t h e n a J 
g e n e r ai s o l u t i o n i s  po ss i bl e .  Av e r a g e  risk i s  d e f i n e d a s  
R = qlCOO+ q2Cll+ ql(ClO - coo}a + q2(C01 - cll)e 
wh ere q 1 a n d  q 2 a re the ,a pr i or i pro b a b  i 1 i t i  e s fo r �1 
a n d  !2 res p ect ively . for c o nve n i e nc e, l et 
Ca = C10 - Coo 
t h en R becomes 
a nd 
R = q1Coo + q2C11 + q1acu+ q2scB 
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·In t eg ra t in g  t he p d f giv e s  u s  th e a rea u n d er t h e p d f , h en ce 
ls p(xl�1)dx = I =i51p(xJ�1)dx + r52p(xl�1)dx. 
T h en R, in terms o f  t he i - nt e g ra l  b ec o mes 
R = q1Coa+q2C11 +q1Ca+ ls1C-q1Cap(xl!1)+q2Cap(xl�2)Jdx. 
T h e f i rs t  th ree t erm s a r e  c o n s ta n t s s o  t o  m i n i mi z e R 
b ec o me s a m at t er o f  m i n i m i z i n g t h e e x p re s s i on 
-q1Cap(xl�1) + q2Cep(xl�2). 
T h o s e v al u es o f  x w h i c h ma ke 
[p(xl!2)/p(xl�1)] > [(q1Ca)/{q2Cs)] 
wo u l d be a ss i g n e d t o  S2 a n d  t o  S1 wh en 
[p{xl�2)/p(xl�1)1 < C{q1Ca)/(q2Cs)l. 
Th e ra t i o 
p{xl_�2)/p(xl.§..1) 
is t ermed t h e li k el i h ood rat i o a n d  i s  o ft en d e n o t ed by 
A(x) an d t h e  ratio 
_·{q1Ca)/(q2Cs) 
i s  c a l l ed t he t h res h o l d a n d  i s  deno t ed by K. T h e d ec i s i o n 
bo u n d ary i s  fo u nd by e qua t i n g  
A(x) = K 
wh ich est ab l i s hes th e b ou n da ry betwee n th e tw o s u b s pac e s  
51 a n d  52• T h e n , giv e n  a s a mp le d a t a v e c t o r ,  t he d e c i s i o n 
t ha t  i t  came from p(xl�2) o r  p ( x f �1 ) i s  ma de b y  no t i n g  
w h e th e r  t h e  da t a  v e c t o r  i s  la rger o r  s m a l l e r  t h a n t h e  
t h re s ho ld . 
20. 
T �e s t ra t e gy d e sc r i b e d  i n  t h e  Ba ye s '  sol u ti o n  t o  t e s t ­
ing a s t a t is t i c a l  hy p o t h e s i s .  I t  i s  o p ti mum i n  t ha t  ho 
o t h e r  s t ra t e gy c a n y i e ld a s ma l l e r a v e ra g e  ri s k . I n  t h i s  
s t u d y ,  s o me a s s u m p t i o ns a re ma de o n  t h e  p ara m e te rs fo r K .  
It i s  a s s u me d  t h a t Ca = c6 a n d  q1 = q2• Henc e K = 1 .  
F o r  t he p ro b l e m i n v olv i n g sta t i s t i c a l  hyp o t h e s e s , 
c r i t e ri a  o t h er t h a n  t h e  Bay e s ' c ri t e ri on coul d b e · u s e d . 
S o m e  o f  t h e  ot he r s t a t egi e s  a re b ri e f ly d isc u s s e d h e re 
t o s ho w  h o w  ot he r c ri t eri o n  m i g h t  wo rk b u t  ar e n o t a p p li e d  
t o  t he s t u d y d i re c t l y .  
T h e N ey m a n-Pe a rs o n  s t ra t e gy i s  t o  f i x t h e  e rr o r  o f  
t he firs t k i n d , a lp ha , a nd t he n  c h o o s e  a p art i cu la r  
b o u n d a ry s u c h  th a t  b e t a  i s  m i n i m i z e d . I t  i s  g e n e ra lly 
a d vi s a b l e t o  u s e t h i s ty pe o f  test whe n  t he c o s t  o f  o ne 
ki n d  o f  e rro r i s  m o re t h a n  t h e c o s t  o f  a nothe r .  T h e  nu m b e r 
o f  s a m p l e s t a ke n  rem ai ns f i x e d. 
I f  t he a. p rio ri p r o b a b i li t i e s  a r e  a s s i gne d t o  t h e  
ev e n t s e an d e e v e n  t hough the t ru e  v a lu e  of �1 a n d i2 -1 -2 
_ m a y  no t b e  know n ,  t he n  t he ra n d om v a ri ab le ca n b e  
c o ns i d ere d t o  be de fi ne d on t h e  s a mp l e s p a ce c ons i s t i n g 
o f two e l e m en t s a a n d  e . 
-1 -2 
U s i � g Kr o n e c k e r  d e l t a  n o t a t i o n I 2 9 J , t h e  p ro b a bi l i ty 
f u n c t i o n  f o r  e i s  
. C e } p - · = 
w he r e  q l + q 
::; 1 . W:i t h  
2 
i d  e a  1 o o s. e r v e r  c r i t e ri o n 
p r o b a b i l i ty o f  e rro r  
q o ( e - e } 
l 
- - 1 
q l kn o w n , 
+ q o ( e - e  ) 
2' - - 2 
S i eg e r t  p re s e n t s  
w h i c h m i n i m i z e s t h e t o  t a  1 
P ( E )  = q a + q t3 
l 2 
2 1  
t h e  
�g a i n  t h e  s a m p l e s i z e r e q u i re d  r em a i n s f i x e d . W i t h  C = C , 
Ct s 
t he B a ye s ' c r i t e r i o n  m i n i m i z e s  t h e  a v e ra g e  ri s k  a n d  t h e  
p r ob a b i l i ty o f  e r ro r . 
T he la s t  c r i t e ri o n  t o  be d i s c u s s ed i n v o lve s - s e t t i n g 
a l p ha a n d b e t a a n d c h o o s i n g a te s t  t h a t  m i n i m i z e s t h e  
n u m b e r  o f  s a m p l e s  re q u i re d . T h i s c ri t e ri o n , c a l l e d W a l d ' s 
s e q u e n t i a l  t e s t ,  i s  ba s e d  o n  s t a r t i n g w i t h  a s i n g l e s a m p l e 
x ,  a n d o n  t he b a s i s o f  t h e  s a m p l e ,  t o  m a ke o n  o f  t h re e  
p o s s i b le d e c i s i o n s , n a m e l y : 
1 .  A c c e p t  H 
0 
2 .  R e j e c t  H 
0 
3 .  C a n n o t  d e c i d e  s o  t a ke a n o t h e r  s a m p l e .  
If o n e of t h e  f i rs t  two  i s  d e c i d e d , t h e  t e s t  t e rm i n a t e s . 
N o t e t h a t t h e  n u m be r  o f  s a m p le s  t a ke n  i s  a ra n d om v a ri a bl e 
a l s o  a n d u n d e r  c e rta i n  hy p o t h es e s  w e  may  n o t  b e  a bl e  t o  
p ra c t i c a l l y d o  t h i s  ty p e  o f  t e s t . 
I n  t h i s c h a p t e r , t h e  f u n d a m e n t a l s n e c e s s a ry t o  m a ke 
a d e c i s i o n  n a v e  b ri e f ly be e n  d i s c u s s e d . I n  t h e  n e x t  
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c h a p t e r s , t h e s e  t e c h n iq u e s  a re - a p p l ie d  wit h  a c t u a l  re s u l t s 
s h ow n . 
C H A P T E R 3 .  E R R O R  U S I N G Q U A N T I Z E D  DATA 
I n  t h i s c h a p te r , B a y e s ' t e c h n i q u e s  o f  m a k i n g a 
d e c i s i o n  i s  a p p l i e� to  a two  c l a s s  p r o b l em . S p e c i f i c a l l y ,  
t h e d a t a  f r om a qua n t i z e r  i s  u s e d  f o r  ma k i n g  a d e c i s i o n .  
A p r o c e d u r e  t o  e va l u a t e t h e  q u a n t i z e r  i s  p r e s e n t e d . T h e  
a l p h a a n d  b e t a e r ro r s  a s  w e l l a s  t h e  to t a l  p ro b a b i l i ty o f  
e r r o r  a r e g i v e n fo r c o n t i n u o u s  d a t a a n d  d a t a  q u a n t i z e d by 
M a x ' s  p r o c e d u r e � Th e o p t i m u m  q u a n t i z e r i s  d e r i v e d  a n d 
t h e p r o b a b i l i ty o &  e r r o r  i s  g i v e n . 
I n  t h i s  s t u dy o f  a t wo - c l a s �  p r o b l em , s e v e r a l  
a s s u m p t i o n s  a r e mad e . F i r s t , i t  i s  a s s u m e d  t h a t  · t h e  d a t a 
a r e n o rm a l  o r  G a u ss i a n f o r  e a c h  c l a s s  a s  d e s c r i b e d · b y  t h e  
p r o b a b i l i ty d e n s i ty fu n c t i o n  e q u a t i o n  
p ( x I c . l = ( 2·1f cr � ) - � e x p I - ( x - µ ) 2 I 2 a n 
1 1 1 
i = 1 ' 2 ( 3 - 1 ) 
w h e r e  t h e  p a r a m e t e r s  µ .  a n d  a �  a r e  t h e  m e a n  a n d v a r i a n c e s , 
1 l 
2 3  
r e s p e c t i v e l y ,  o f  th e c l a s s e s . T h e s e  p a r a m e t e r s  a r e  a s s u m e d  
t o  b e  k n o w n . C l a s s  1 i s  i n d e p e n d e n t  o f  c l a s s  2 a n d e a c h  
c l a s s  i s  e q u a l l y pro b a b l e .  X i s  a r a n d om v a r i a b l e w h o s e  
s a m p l e v a l u e s  h a v e  a n  e x p e c t e d  v a l u e  o f  µ 1 o r  µ 2 d e p e n d i n g 
u p o n  w b i. c h  c la s s  t h·e s am p l e s  cam e f r o m . T h e  p r o b a b i l i ty 
d e n s i ty f u n c t i o n s  a� e s h o w n  i n  F i g . 3 . 1  w i t h  p a r am e t e r s 
µ = O , µ = µ  a n d a z = a 2 • l 2 l :2 
H a v i n g tw o c l as s e s  i s  a n a l o g o u s to h a v i n g t w o  b i n s ; 
t h a t i s , i f  o n e  t a t e s a m e a s u r em e n t  o r  o b s e r v a t i o n , t h e  
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m e a s u r em e n t  w i l l  h a v e  h a d  t o  c o m e  f r o m  o n e  o f  t w o  p l a c e s  -
t h e  f i r s t  o r  s e c o n d  c l a s s , o r  b i n o n e  o r  b i n t w o . G i v e n  
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a m e a s u r em e n t  o r  a s  m a n y  a s  k m e a s u r em e n t s  f r o m  t h e  s a m e  
b i n ,  t h e  p r o b l em 1 s  t o  d e t e rm i n e  w h i c h  b i n  t h e  m e a s u r em e n t s  
c am e  f r o m . H a n c o c k a n d W i n t z  [ 3 0] p r e s e n t  t h e  s o l u t i o n  t o  
t h i s p r o b l em  f o r t h e  c o n t i n u o u s  c a s e  w h e n o n l y t h e  m e a n s  
d i f f e r . T h e  r e s u l t s o f  t h e  r e s e a r c h  f o r  t h i s s t u dy s h o w  
t he e f f e c t s  w h e n  t h e  m e a s .u r em e n t s  t a k e o n  o n l y ·a f i n i t e  
n u m b e r  o f  v a l u e s , t h a t i s , w h e n  t h e  me a s u r e m e n t s  a r e  q u a n ­
t i z e d . T h a  p r o b a b i l i ty o f  e r r o r  i s  c a l c u l a t e d a f t e r  t h e  
n u m b e r  o f  q u a n t i z e  l e v e l s i s  d e c i d e d u p o n . 
D e s c r i p t i o n  o f P r o c e s s o f  E v a l u a t i o n  
A b l o ck d i a g r a m  w h i c h i l l u s t r a t e s  t h e  p r o c e s s  
f o l l o w e d f n  e v a l u a t i n g t h e  e f f e c t s  o f  q u a n t i z a t i o n  o n  t h e  
p r o b a b i l i ty o f  e r r o r i s  p r e s e n t e d  i n  F i g . 3 . 2 .  E a c h o f  
t h e  b l o c k s  i s  l e t t e r ed f o r e a s e  i n  d i s c u s s i n g t h e  p r o c e s s . 
B l o c k A i s t h e s ta r t i n g p o i n t .  I t  i s  a t  t h i s p o i n t  t h a t  
t � e  a s s u m p t i o n s �f t h e  p r o c e s s  a r e  s t a t e d . T h e f e a t u r e  t o  
b e  u s e d  a n d i n f o rm a t i o n  a b o u t  t h e  d i s t r i b u t i o n s  a r e  a l s o  
s ta t e d  i n c l u d i n g t h e  a p r i o r i  i n fo rm a t i o n  c o n c e r n i n g e a c h  
c l a s s .  
B l o c k B r e p r e s e n t s t h e  p hy s i c a l  o p e r a t i o n  o r  p r o c e s s 
o f q u a n t i z a t i o n  o f  d � ta . T h e  q u a n t i z e r  ha s  e q u a l l y  s p a c e d 
o r  u n i f o rm q u a n t i z a t i o n  i n t e r v a l s o n  b o t h  t h e  i n p u t a n d 
o u t p u t ex c e p t  f o r t h e  c a s e  w h e re t h e  m i n i m u m  a n d  m a x i m u m  
l Q u a n t i z e r  o f  1 K n o w n  � d f s  
N ( µ 1  , cr � ) "'- N Q  ..... 
N ( µ 2 , cr 2 ) 
r l e v e l s , 
A B 
I 
� 
� 
, 
T a k e  n C a 1 c u l a t e 
i n d e p e n d e n t  ...... aq a n d S q  -
s a m p l e s r 
r. 
', D E 
I 
-
T a k e  m C a 1 c u l a t e  
i n d e p e n d e n t  . a. a n d  f3 ... 
s ampl e s  , , 
G H 
C o m p a r e  
P r o b a b i l i ty o f  
·- E r r o r  
J 
F i g . 3 . 2 . B l o c k  d i a g r a m  f o r  e v a l u a t i n g  q u a n t i z a t i o n .  
N ew 
p d f s  
c 
P r o b a b i l i t y o f  
E r r o r  f o r 
Q u a n t i z e r P q ( E )  
. F 
P r o b a b i l i ty o f  
E r r o r  
P ( E ) 
L_ I 
JI' 
-� 
" 
-
N 
°' 
o f  t h e  i n p u t  a re n � t  c l e a r l y  d e f i n e d . T h e s e  t r a n s f e r 
c h a r a c t e r i s t i c s a r e s h ew n  i n  F i g s . 3 . 3 a n d 3 . 4  w i t h  a 
s h i f t  fa  c t o  r s e q u a 1 t o  z e r o . A s  a n e x a m p  1 e o f h o vt a 
q u a n t i z e r  o p e r a te s  a n d  a l s o  a s  a n  a i d  fo r i n t e r p re t i n g  
t h e  t ra n s fe r  c h a r a c t e � i s t i c s , c o n s i d e r  t h e  fo u r  l e v e l  
q u a n t i z e r  i n  F i g .  3 . 3 .  I f  a d a t a s am p l e f r o m  t h e c o n.t i n ­
u o u s  c a s e h a s a v a l u e  g r e a te r  th a n  z e r o b u t l e s s  th a n  o r  
e q u a 1 t o r , t h  e n t h a t v a 1 .u e i s a s s i g n e d th e v a 1 .u e r I 2 • 
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T h e e q u i - i n t e r v a l  o r  u n i f o r m  q u a n t i z e r  i s  f u r th e r  d i s c u s s e d 
i n  Ap p e n d i x _ A a l o n g  w i t h  t h e d e r i v a t i o n  o f  t h e  o u t p u t  p d f 
w h e n  t h e i n p u t  i s  G a u s s i a n .  
T h e o u t p u t p d f  o f  t h e  q u a n t i z e r  i s  d e p i c te d  by B l o c k C .  
T h e p d f  i s  a s e r i e s  o f  i m p u l s e s l o c a te d  a t  t h e v • s  a s  k 
. 
s h own by  E q . ( A- 6 ) a n d  r e p e a t e d  h e r e a s  
p { y i
) = o ( y i - v k ) a i k 
k =  1 ,  . . . , N Q i = 1 , 2 . ( 3 - 2 } 
T h e  t e rm  a i k  i s  t h e  w e i g h t  on  e a c h  i m p u l s e a n d  
i s  o b t a i n e d  
by i n t e g r a t i n g t h e r e s p e c t i v e  n o rm a l  p d fs w i t h  a l ow e r  
. 
l i m i t  o f  u k a n d  u p p e r  l i m i t o f  u k + l · T h i
s  i n t e g r a t i o n  
w a s  d o n e  f o r E q . ( A - 8 )  a n d  i s  re p e a t e d  h e r e a s  
a i k · = � [ e r f ( { u k + s - µ ; }
/ 12 o· 1 )  
- e r f ( { u k + s - µ i } / 12 cr i ) J 
k = l , . . . , N Q i = l , 2 .  ( 3 - 3 )  
Th e e r r o r  f u n c t i o n ( e r f ) i s  d e f i n e d  i n  A p p e n d i x C .  I n  
E q . . ( 3 - 2 ) , v k r e p r e s e n
t s t h e  l o c a t i o n  o n  t h e o u t p u t  w h e r e 
y ( o u t p u t )  
3 r  ·• r--�����--
2 
11'1 
- r  
-.. ,-----.fa..- r � 2 
"""- 3 r  
2 
• 
r x ( i n p u t )  
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F i g . 3 . 3 .  T r a n s fe r  c h a r a c t e r i s t i c  fo r M a x ' s  e q u i ­
i n t e r v a l  q u a n t i z er w i t h  a n  e v e n  n u m b e r  o f  l e v e l s ( f o u r ) .  
2 r 
r 
- 3  - r  
2. 2 
. 
' 
� 
1 
• -y 
... 
( ) o u t p u t 
r 
2 
-- - r  
·- - 2 r  
.--,. 
-
. r 
3 r  x ( i n p u t )  
2 
F i g . 3 . 4 .  T r a n s fer c h a r a c t e r i s t i c fo r M a x ' x  e q u i ­
i n t e r v a l  q u a n t i z e r  w i t h  a n  o d d  n u m b e r  o f  l e v e l s ( f i v e ) . 
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e a c h  o f  t h e  k i m p u l s e s  o c c u r .  T h e  pa rame te r u k r e p r e s e n t s 
a p o s i t i o n o n  t h e i n p u t a x i s  a n d  
u k + l - u k = r u k + l  > u k  
e x c e p t  fo r t h e  c a s e  wh e n k = 1 a n d  k = N Q . E q . ( 3 - 3 ) i s  
p r e s e n t e d  f o r b o t h  p d f s . H ow e v e r ,  th e_ i m p u l s e s a r e 
l o c a t e d  a t  t h e  s a m e  v k ' s b u t  h a v e  d i f f e r e n t  w e i g h t s . 
Wh e n  t a k i n g n a n d m i n d e p e n d e n t  s a m p l e s  a s  i n d i c a t e d  
by B l o c k s D a n d  G r e s p e c t i v e l y ,  n e w p r o b a b i l i ty d e n s i ty 
f u n c t i o n s  a re o b t a i n e d  b a s e d  u p o n  t h e  n u m b e r  o f  s a m p l e s . 
· T h e a l p h a a n d  b e t a e r r o r  a r e d e t e rm i n e d  n e x t  a s  g i v e n  b y  
B l o c k s  E a n d  H .  T h e  t o t a l  p r o b a b i l i ty o f  e r r o r  i s  t h e  
s u m  o f  a l p h a  a n d b e t a  e r r o r s  b u t  w i th e a c h  w e i g h t e d  b y  t h e 
a p r i o r i  i n fo rm a t i o n  o f  t h e  o c c u r r e n ce o f  c l a s s 1 a n d  c l a s s  
2 ,  r e s p e c t i v e l y .  T h e  e q u a t i o n  fo r t h e  t o t a l p r o b a b i l i ty 
o f  e r r o r  i s , i n  g e n e r a l , 
P ( E ) = q a + q e ( 3- 4 )  
l 2 
w h e r e  q a n d  q a r e th e p r o b a b i l i t i e s  fo r c l a s s  1 a n d  
l 2 
c l a s s 2 o c c u r r i n g 1 r e s p e c t i v e l y .  T h e  p r o b a b i l i ty o f  e r r o r  
i s c a l c u l a t e d  i n  B l o c k s  F a n d  I f o r th e q u a n t i z e d a n d 
c o n t i n u o u s  c a s e s . E r r o r  r a te s  fo r th e two d i f f e re n t  
c a s e s  a r e c o m p a r e d  i n  B l o c k  J .  
E r ro r  R a t e s  fo r rn S a mpl e s ( C o n t i n u o u s  C a� 
B ay e s ' t e c h n i q u e  i s  a p p l i e d t o  th e c a s e w h e re o n l y  
th e me a n s  d i f f e r w i t h  a c o n t i n u o u s n o rma l p d f  by H a n c o c k  
a n d  W i n t z  [ 3 1 ]  a s  me n t i o n e d  i n  th e i n t r o d u c t i o n  t o  t h i s  
c h a  p t  e r . T h e  me th o d  f o  1 1 ow e d  a n d  t h e  re s u l t s a r e  s u mm a  r ­
i z e d  h e r e  a s  a n  e x a m p l e fo r a s i m p l e hy p o th e s i s  t e s t  a n d  
a s  a r e fe r e n c e f o r  t h e q u a n t i z e d  c a s e . 
30 
T h e  o b s e r v e d  m s a m p l e s a r e l a b e l e d  X , X , • • •  , X  w i t h  
1 2 m 
t h e p ro b l e m  b e i n g t o  d e t e rm i n e  w h i c h b i n  th e m r a n d o m 
v a r i a b l e s  c a me  f r o m . T h e n u l l h y p o t h e s i s  i s  H : X .  = 0, 
Q 1 
i = l , 2 ,  . • . , m .  W i th  o n l y  o n e  o b s e r v a t i o n , t h e  e q u a t i o n  
f r om wh i c h t h e d e c i s i o n �o u n d a ry i s  d e t e r m i n e d i s  g i v e n  by  
( 3- 5 }  
= [ r 2 TT cr 2 ) - !2 e x p { - ( x - µ ) 2 I 2 cr 2 } I ( 2 TT 0 2 ) - � e x p { - x 2 I 2 0 2 } ] 1 . 1 
= e x p  I ( µ X 1 - µ 2 ) / 2 o 2 ] .  
A f t e r t a k i n g t h e n a t u r a l  l o g a r i th m  a n d  s o l v i n g  f o r  
X , t h e  e x p r e s s i o n f o r  t h e  d e c i s i o n bo u n d a ry D B  i s  1 
X = µ / 2  + ( o 2 / µ ) l n K = D B . 1 ( 3 - 6 )  
T h � n  fo r X , t h e o b s e r v e d  r a n d om v a r i a b l e H1 i s  a c c e p t e d  i f  1 
a n d  H i s  a c c e p t e d  i f  
0 
X < D B  
1 
T h e e r r o r s a re t h e n  d e f i n e d  b y  
a = P ( x 1 > D B l x1 = 0 ) · co , 
= f p ( x l o ) d x 
O B 
1 1 
= j ( 2 rr o 2 ) - � [ e x p -xi / 2cr 2 ] dx1 
D B  
.... � [ 1 - e r f { ( µ / ( 2 120 ) ) + ( o / ( /2µ ) ) 1 n K } }. 
( 3- 7 )  
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S i m i l a r l y ,  
= � fl - e r f { ( µ I ( 2 /2 a ) ) - ( a I ( 12 p ) ) l n K } ] • ( 3 - 8 ) 
N o t e  t h a t  i f  K= l ,  a l p h a  e q u a l s  b e t a . S t n c e  t h e v a r i a n c e  
o 2  i s  a s s um e d  e q u a l  t o  o n e  fo r b o t h  c l a s s e s , t h e  a l p h a 
a n d  b e t a a r e  a d i re c t f u n c t · o n o f  t h e  s e p a r a t i o n  o f  t h e  
c l a s s e s . A s  µ i n c r e a s e s , th .e e r r o r  d e c re a s e s . A p p e n d i x  
B s h ow s  t h a t  t h e  d e c i s i o n b o u nd a ry o b t a i n e d  p r e v i o u s l y  
m i n i m i z e s  t h e  p r o b a b i l i ty o f  e r r o r a n d  a v e r a g e  r i s k .  
F o r  m s a m p l e s , 
K = p ( X 1,X 2 , • • • , X m J µ ) I p  ( X 1 X 2 , • • • , X m I o ) 
= e x p f { µ X 1 + . • • + µ Xm - µ 2 ) /o2 ] .  
T h e  d e c i s i o n  b o u n d a ry i s  
( 3 - 9 ) 
D B  = � X . - ( nw ) / 2 - ( cr 2 / µ ) l n  K . ( 3 - 1 0 ) i = 1 1 
T h e  e r r o r p r o b a b i l i t i e s a r e  c a l cu l a te d  a s  b e f o r e  w i t h  
t h e  i n t e g r a t i o n  y i e l d i n g ( 3 - 1 1 )  
Ia S ]  T = � [ 1
-
- e r f { ( /m  µ ) / ( 212 a ) + ( a / ( 12 m  µ ) } l n  K } ] .  
T h u s  th e e r r o r  r a t e s  a re de f i n e d  f o r  t h e  c a s e  o f  
o b s e r v i n g m i n d e p e n d e n t  d a ta s a m p le s  from t h e  s a m e  b i n 
b e fo re m a k i n g a d e c i s i o n .  A s s u i n g t h a t  a l l o t h e r 
v a r i a b l e s re m a i n c o n s t a n t , a l pha a n d  b e t a a n d  t h e p r o b a ­
b i l i ty o f  e r r o r d e c r � a s e  a s  t he n u m b e r o f s am p l e s i n c r e a s e s . 
R e s u l t s  f o r  M a x ' s  Qu a n t i z e r  
I n i t i a l l y ,  t h e  o n l y  c r i t e r i o n u s e d fo r d e c i d i n g  
t b e q u a n t i z e  i n t e r v a l  r a n d  s h i f t fa c t o r  s w a s b a s e d 
u p o n  t h e  a r t i c l e s  by M a x  I 3 2 ] , a n d W i n t z a n d 
Ku r t e n b a c h  133 ] . B o t h  p r e s e n t e d  a n  i n t e r v a l t h a t  
m i n i m i z e s  t h e m e a n - s q u a r ed - e r r o r  b e tw e e n i n p u t  a n d 
o u t p u t p d f s  o f  t h e  q u a n t i z e r .  T h e i r i n te r v a l  p r o b a b l y  
w i l l n o t  m i n i m i z e  t h e p r �b a b i l i ty o f  e r r o r  s i n c e  t h e  
i n t e r v a l s o b t a i n e d  w e r e  b a s e d u p o n  o n l y  o n e  p d f  a n d  t h a t 
p d f  w a s G a u. s s i a n w i t h  m e a n  o f  z e r o  a n d v a r i a n c e  o f  o n e . 
How e v e r , t h e  i n te r v a l  m ay b e  a g o o d  a p p r o x i m a t i o n . N o  
s h i f t  i s  p r e s e n t . T h e i r i n t e r v a l s a r e  g i v e n  i n  
T a b l e 3 - 1 .  
W i t h  a two  l e v e l q u a n t i z e r , o n l y t wo o u t c o m e s  a r e 
po s s i b l e . Th e o u t p u t  p d f s  a r e s h o w n  i n  F i g .  3 . 5 . S i n c e  
t h e r e  a r e  o n l y  t w o  o u t c om e s , t h e  p r o b a b i l i ty d e n s i ty 
f u n c t i o n  i s  b i n o m i a l  a s  e x p r e s s ed i n  E q . { 2 - 1 ) . 
F o r two  o u t co m e s , t h e  n s a m p l e s  p r o b a b i l i ty d e n s i ty 
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f u n c t i o n  r e m a i n s  b i n o m i a l . T h e B a ye s ' p r o c e s s  i n v o l v e s  
ta k i n g  n s a m p l e s  a n d m a k i n g  a d e c i s i o n a s  t o  w h i c h c l a s s  
t h e d a t a  c a m e  f r o m . T h e  p r o b a b i l i ty o f  s u c c e s s f o r  m a k i n g  
a n  o b s e r v a t i o n  a t  r / 2  i s  d e f i n e d by P i ' i = l , 2 , f o r e a c h  
c l a s s . A f t e r  t a k i n £ n s a m p l e s ,  t h e p r o c e s s  i s  t o  o b s e r v e  
t he  n um b e r  o f  s� m p l e s t h a t  h a s t h e  v a l u e  o f  r / 2 .  B a y e s ' 
p r o c e d u r e s t a t e s t h a t  i f  b ( x , n , p  ) > b ( x , n , p  ) ,  w h e r e  x l 2 
3 3  
TAB L E  3 - 1  
M A X 1 S  Q U A NT I Z E  I NT E R V A L  F O R  T H E  E QU I - I NT E RV A L  O R  
U N I F O RM Q U A NT I Z E R . 
N u m b e r  o f  q u a n t i z e  l e v e l s Q u a n t i z a t i o n  i n t e r v a l 
NQ r 
2 1. 5 9 6 0 
3 1 .  2 2 4 0  
4 0 . 9 9 5 7  
5 () . 8 4 3 0  
6 0 . 7 3 3 4  
7 0 . 6 5 0 8 
8 0 . 5 8 6 0  
9 0 . 5 3 3 8  
1 0  0 . 4 9 08 
1 1  0 . 4 5 4 6  
1 2  0 . 4 2 3 8  
1 3  0 . 3 9 7 2  
14 0 . 3 7 3 9 
1 5  0 . 3 5 3 4  
1 6  0 . 3 3 5 2  
1 7  0 . 3 1 8 9  
1 8  0 . 3 0 4 2  
1 9  0 . 2 9 0 9  
2 0  0 . 2 7 8 8  
p { x j c ) 1 
. 5000 
{ 1 - p  ) 1 1 
- r  r x 
2 2 
p ( x l C ) 
2 
( 1 - p ) 2 
.. r 
2 
r 
2 
x 
F i g .  3 . 5 . O u t p u t p r o b a b i l i ty d e n s i ty f u n c t i o n s  o f  
q u a n t i z e r  w i t h  t w o  l e v e l s u t i l i z i n g M a x ' s  q u a n t i z e 
i n t e r v a l  w i t h  n o  s h i f t .  
3 4  
3 5  
i s  t h e n u m b e r  o f  o b s e rv � t i o n s  h a v i n g v a l u e  o f  r / 2 , d e c i d e 
t b a t t h e  d a t a a r e f r o � c l a s s  o n e . T h e  a l p h a  a n d b e t a e r r o r  
a r e s h o wn f o r  t h e  c a s e  w h e n  n e q u a l s s e v e n  s am p l e s  i n  
F i g . 3 . 6  a s  p a r t  o f  t he b i n om i a l d e n s i ty f u n c t i o n s . 
R e s u lt s  f o r t h e  �a s e  w h e n  c l a s s  1 i s  N ( 0 , 1 )  a n d c l a s s  
2 i s  N ( l . 2 8 . 1 }  a r e  s h ow n i n  T a b l e 3 - 2 . A s  t h e  n u m b e r  o f  
s am p l e s  t a k e n  b e f o r e  a de c i si o n  i s  ma d e  i n c r e a s e s , t h e  
p r o b a b i l i t y o f  e r r o r de c r e a s e s  f o r b o t h  t h e  c o n t i n u o u s a n d 
q u a n t i z e d c a s e s . A f ter s e v e n s am p l e s , t h e  d i f f e r e n c e 
b e t  w. e e n  t fte_ p r o b a b i l  i ty o f  e r r o r  f o r  t h e  c o n t  i n u  o u s  a n d 
q u a n t i. z e d c a s e s d e c r e a  s ,e s  . P a  r t  o f t h e b e  h a  v i o r · o f i n c r e  a s -
t � g  a n d  d e c r e a s i n g  d i ffe r e n c e s  b e fo r e  s e v e n s a m p l e s  i s  d u e  
t o  t ne d i s c r e t e n a t u r e  o f  t h e  b i n om i a l  p d f . T h e  r em a i n d e r  
o f t h i s  s t u dy i s  b a s ed u po n  t h e  m e a n  o f  t h e  s e c o n d  
c l a s s  b e i n g µ � 1 . 2 8 .  T h e  r ea s o n  f o r  t h e  m ea n  b e i n g  1 . 2 8 
i s  t ha t  t h e q u a n t i z a t i o n w i t h  t h e  n u m b e r  o f  q u a n t i z e l e v e l s 
eq u a l  t o  t wo y i e l d s  a pd f w i t h  p a r am e t e r s  t h a t  c a n e a s i l y  
h e  f o u n d i n  m a t h em a t i ca l  h a n d b o o k s . P q ( E ) i s  t h e  q u a n t i z e d 
v e r s i o n o f  t h e  p r o b a b i l i ty o f  e r r o r  w h e r a s  t h e  p r o b a b i l i ty 
o f e r r o r f o r t h e  c 6 n t i n u o u s  c a s e  i s  P ( E ) . E a c h a s s u m e  
t ha t t he a p r i o r i p r o ba b i l i ty f o r e a c h c l a s s  i s  o n e - ha l f .  
T he n e x t  l o g i c a l  s t e p  i s  to  d e t e rm i n e t h e  e f f e c t s  o f  
i n c r e a s i n g  t h e  n u m b e r c f  q u a n t i z e l e v e l s t o  t h r e e . T h i s 
p r o b l em b e c o m e s  m o r e  c o m p l ex s i n c e t h e r e  a r e  n ow t h r e e  
'L 
b { 7 , x , p  ) 
l 
J 
' 
'" 
' 
0 1 2 3 
b ( 7 , x , p ) 
2 
'" 
J:\ 
I 
4 5 
D e c i s i o n 
B o u n d a ry 
I 
I 
I 
I 
I 
t 
' 
. 
' 
' 
I 
I 
I 
' 
L 
I 
a. 
i \  
A . 
6 7 x 
5 ' 6 
r-----+-�---t--�-=i=--�-1------1----+�--i--�----
x 7 0 1 2 3 4 
3 6  
F i g . 3 . 6 .  E x a m p l e o f  p r o b a b i l i ty d e n s i ty f u n c t i o n s  w i t h  
d e c i s i o n b o u n d a ry a f t e r  q u a n t i z a t i o n  w i t h  two  l e v e l s a n d 
t a k i n g s e v e n  s a m p l e s . 
3 7  
T A B L E  31- 2 
E R RO R W I T H  T WO Q U A N T I Z AT I O N  L E V E L S  ( N Q = 2 ) U T I L I Z I N G M A X ' S  
QU A N T I Z E I NT E RV A L  W I T H  N O  S H I FT A S  A P P L I E D T O  A TWO-
C LA S S  P RO B L EM W I T H  µ = 1 . 2 8 .  
N u m b e r  o f  
s a m p l e s  A l p h a , a  B e t a , $  P q ( E )  P ( E )  D i f f e r e n c e  
1 . 5 0 0 0 . 1 0 0 3 . 3 0 0 1 . 2 6 1 1  . 0 3 9 0 
. 2 . 2 5 0 0 . 1 9 0 5  . 2 2 0 2  . 18 2 7  . 0 3 7 5  
3 . 1 2 5 0  . 2 7 1 7  . 1 9 83 . 1 3 3 8  . 0 6 4 5  
4 . 3 1 2 5  . 0 5 2 6  . 1 8 2 5  . 1 0 03 . 0 8 2 2  
5 . 1 8 7 5 . 0 8 1 9  . 1 3 4 7  . 0 7 6 2 . 0 5 8 5  
5 · . 1 0 9 4  . 1 1 4 8  . 1 1 2 1 . 0 5 8 5  . 0 5 3 6  
7 . 0 6 2 5  . 1 5 0 4  . 10 6 4  . 0 4 5 2  . 0 6 1 2 
8 . 1 4 4 5  . 0 3 8 4 . 0 9 1 4 . 0 3 5 1  . 0 5 6 3  
9 . 0 8 9 8  . 0 5 3 3  . 0 7 1 6 . 0 2 7 4  . 0 4 4 2 
10 . 0 5 4 7  . 0 7 0 7 . 0 6 2 7  . 0 2 1 5  . 0 4 1 2  
1 1  . 0 3 2 7  . 0 9 0 1  . 06 1 4 . 0 1 6 9  ·. 0 4 4 5  
1 2  . 0 7 3 0 . 0 2 5 9  . 0 4 9 4  . 0 1 3 3 . 0 3 6 1  
1 3  . 0 4 6 1  . 0 3 4 5  . 0 4 0 3 . 0 1 0 5  . 0 2 9 8  
14 . 0 2 8 7  . 0 4 4 5 . 0 3 6 6 . 0 0 83 . 0 2 8 3  
1 5  . 0 5 9 2  . 0 1 2 9 . 0 3 6 0 . 0 0 6 5  . 0 2 9 5 
1 6  . 0 3 8 4  . 0 1 7 2  . 0 2 7'8 . 0 0 5 2  . 0 2 2 6  
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p o s s i b l e  v a l u e s t h a t  c a n  o c c u r  w h e n  a m e a s u r em e n t  i s  
m a d e . T he s e  t h r e e  v a l u e s  a r e  s h ow n  i n  F i g . 3 . 7 .  O n  
F �g .  3 . 7 ,  t h e  d e c i s i o n  b o u n d a ry h a s  b e e n  d r a w n  w h e n  o n l y 
o n e  s a m p l e i s  t a k e n  b e fo r e  a d e c i s i o n i s  m a d e . S i n c e  t h e r e  
a r e t hr e e  p o s s i b l e o u t c o m e s , th e p r o c e s s  o f  m a k i n g a 
d e c t s t o n  i s  c a s e d u p o n  o b s e rv i ng t h e n u m b e r  o f  o u t c o m e s  o f  
t wo o f  t he l o c a t i o n s  s i n c e  k n o�i n g  two a u t o m a t i c a l l y  
d e t e rm i n e s  t h e t h i r d . T h e  m u l t i no m i a l  p d f . w i t l · c o v e r t h i s  
typ e o f  o p e r a t i o n . S p e c i f i c a l l y , t h e  tr i n o m i a l  p d f a p p l i e s 
w he n  o n l y t hr e e  o u t c o m e s  a r e  pos s i b l e .  T h e  o b s e r v a t i o n  
s p a c e  c o n s i s t s  o f  x o b s e rv a t i on s  a t - r � x o b s e r v a t i o n s  a t  
l 2 
0 a n d x o b s e r v a t i o n s  a t  r .  To g e t t h e  d ec i s i o n  b o u n d a ry , 
3 
o n l y t wo o f  t h e  v a r i a b l e s  x a nd x o r  x a n d x o r  x 
1 2 1 3 2 
a n d  x h a v e  t o  b e  o b s e r v e d . T be d e c i s i o n b o u n d a ry a p p e a r s  
3 
t o  b e · d i f f e r e n t  i n  e a c h  c a s e  bij t t h e  e r r o r  r a t e s a r e t h e  
s a m e . O n l y  t wo o f  t h e  v a r i a b l � s ha v e  t o  b e  o b s e r v e d  
s i n c e  k n o w i n g  two  o f  t h e  v a l u es a u tom a t i c a l l y  d e t e rm i n e s  
t he t h i r d . I n  g e n e r a l , f o r  a q,u a n t i z e r o f  N Q  l e v e l s ,  t h e  
. 
N Q - n om t a l  d e s c r i b e s  t h e  o u t p u t �d f a nd N Q - 1 v a r i a b l e s  
na v e t o  b e o b s e r v e d . T h e c a  s e w i t h  t h e  n u m b e r o f s a m  p 1 e s 
e qu al t o  f o u r  f o r t h e  t h r e e  l ev e l  q u a n t i z e r  i s  i l l u s t r a t e d  
i n  f i g . 3 . 8 .  E a c h  s e t  o f  tw o va r i a b l e s i s  i l l u s t r a t e d  
wi t h t h e  p o i n ts o n  t h e  o b s e r v a t i· o ri  s p a c e  w h e r e  p { x i I C 2 )  < 
p (x 1 1 c } a r e  e n l a r g e d . T h e s e ar e t h e  b e ta e r r o r s . T h e  
l 
l o c a t i o n  o f t h e  a i p h a a n d b e ta e r r o r s  a re d e p e n d e n t  u p o n 
p ( x j c  ) I 
l ·  I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
' 
' 
' 
I 
� r  0 x r 
I 
I 
D e c i s i o n I 
B o u n d a ry ' 
p ( x j C  ) 
2 
x 
- r  0 r 
F 5 g . 3 . 7 .  O u t p u t p r o b a b i l i ty d e n s i ty f u n c t i o·n s  f o r 
q u a n t iz e r o f  t h r e e  l e v e l s ( NQ=3 ) u t i l i z i n g M a x ' s  
q u a n t i z a t i o n  i n t e r v a l  w i t h  n o  s h i f t ;  d e c 1 s i o n b o u n d a r y 
� l s o  s how n . 
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x 
x 
2 
6 
/ 
/ 
/ 
, 
. ' 
, 
/ 
,, 
, 
, 
"' a 
---- � - -- - -
x 
2 
x 
4 3 
x 
4 3 
a = . 1 5 5 4 2  s = . 0 9 8 6 0 P ( E ) = . 1 2 7 0 1 
E n l a r g e d  p o s i t i o n s  a r e  l o c a t i o n s  w h e r e  
p ( X i I C  ) < p ( X j  I C  ) 
a n d D B  i s  t h e  d � c i s i o n  o o u n d a ry . 
> 
F i g .  3 . 8 . S a m p l e s p a c e s  w i t h  d e c i s i o n b o u n d a ry f o r 
t h e  t hr e e  l e v e l  q u a n t i z e r  ( N Q = 3 ) w i t h  t h e  n u m b e r  o f  
s a m p l e s  e q u a l  t o  f o u r  u t i l i z i n g M a x ' s  i n t e r v a l w i t h  n o  
· s h i f t . 
4 0  
w � f c b  s e t  o f  t w o  v a r i a b l e s  i s  o b s e r v e d e v e n  t h o u g h  t h e  
a l p ha a n d b e ta e r r o r s  w i l l r em a i n  t h e  s a m e . 
T a b l e 3 - 3 p r e s e n t s t h e e n t i r e o b s e r v a t i o n  s p a c e w i t h  
t h e p r o ba b i l i t i e s f o r  e a c h  c l a s s . T h e  c o n t r i b u t i o n s  t o  
a l p h a  a nd b e ta a r e  s h o w n  w i t h  a n  a s t e r i s k .  F i g .  3 . 8  
na s b e e n  o b t a i n e d f r o m  T a b l e 3 - 3 . Fo r e x a m p l e ,  w i t h  x = 1 , 
1 
x = 1  a n d x = 2 , p { x l C } = . 1 0 8 7 3  a n d p ( x J C ) = . 0 4 3 7 3 , 
2 3 1 2 
4 1  
o n e  wo u l d  d e c i d e  t h a t t h e  d a t a c a m e  f r o m  c l a s s · 1 a n d  t h e r e  
wo u l d b e  s o m e  b e ta  e r r o r . T h i s e r r o r  i s  r e p r e s e n t e d  a t  
x = 1  a n d  x - = 1  o r  x = 1  a n d x = 2 o r  x =1 a n d x = 2  fo r t h e  
1 2 1 3 2 3 
o b s e r v e d  v a r i a b l e s . 
I n  T a b l e 3 - 4 ,  t h e  e r r o r s  f o r  t h e  t h r e e  l e v e l q u a n t i z e r 
a r e  p r e s e n t e d  w i t h  t h e  s h i f t e q u a l t o  z e r o  a n d t h e  q u a n t i z e  
i n t e r v a l e q u a l  t o  M a x ' s .  T h e  p r o ba b i l i ty o f  e r ro r  
d e c r e a s e s  a s  t h e  n u m b e r  o f  s a m p l e s  i n c r ea s e s . I n  F i g .  3 . 9 ,  
a g r a p h  o f  t h e  p r o b a b i l i ty o f  e r r o r fo r b o t h  t h e  two  
l e v e l  a n d t h r e e  l e v e l  q u a n t i z e r a s  we l l  a s  t h e c o n t i n u o u s  
c a s e  i s  p r e s e n t e� a s  a f u n c t i o n of t h e  n um b e r  o f  s a m p l e s . 
T h i s  g r a p h  s h o w s  t h a t t h e  e r r o r  d o e s  d e c r ea s e  a s  t h e  
n u m b e r  o f  s a m p l e s  i n c r e a s e s . T h i s  s e t  o f  c u r v e s  c o u l d b e  
u t i l i z e d i n  6 b t a i n i n g t h e  n u m b e r  o f  s am p l e s r e q u i r e d  b e f o r e  
m a k i n g  a d e c i s i o n f o r  a n  a c c e p ta b l e p r o b a b i l i ty o f  e r r o r . 
S i x s a m p l e s  o f  c o n t i n u o u s d a t a , o r  e i g h t  s a m p l e s  f r o m  a 
t h r e e l e v e l  q u a n t i z e r  o r  1 2  s am p l e s  f r o m  a t w o  l ev e l  
q u a n t f z e r  p r o v i d e  a p r o b a b i l i ty o f  er ro r l e s s  t h a n o r  
e q u a l  t o  . 0 6 0 . 
-· - T A B L E 3 - 3 
P R O BA B I L I T Y A S S I G N M E N T S  F O R  C L A S S E S  O N E  A N D  T WO I N  A 
. S AM P L E  S P A C E  F O R  T H E  N U M B E R  O F  S A M P L E S E Q U A L  T O  F O U R  
U T I L I Z I N G A Q U A N T I Z E R W I T H  M A X ' S  Q U A NT I Z E  I N T E R V A L  W I T H 
NO  S H I F T A S  A P P L I E D W H E N  µ = 1 . 2 8 .  
S a m p l e  S p a c e  
x x x 
1 2 3 
0 0 4 
0 . 1 3 
1 0 3 
0 2 2 
2 0 2 
1 1 2 
0 3 1 
3 0 1 
2 l 1 
l 2 1 
0 4 0 
4 0 0 
3 1 0 
1 3 0 
2 2 0 
p ( x , x  , x  I C  ) 
1 2 3 1 
. 0 0 5 3 2  * 
. 0 3 6 2 4  * 
. 0 2 1 2 8 * 
. 0 9 2 5 4  * 
. 0 3 1 9 6  
. 1 0 8 7 3  
. 1 0 4 9 9  
. 0 2 1 3 0  
. 1 0 8 7 3  
. 1 8 5 0 8  
. 0 4 4 6 6 
. 0 0 5 3 2  
. 0 3 6 2 4  
. 1 0 4 9 9  
. 0 9 2 5 4 
* Co n t r i b u t e s  t o  o. 
p ( x  , x  , x  I C  ) 
1 2 3 2 
. 3 1 2 7 2  
. 3 7 2 9 8  
.. 0 4 8 88 
. 1 6 6 8 3  
. 0 0 2 8 5 * 
. 0 4 3 7 3  * 
. 0 3 3 0 5 * 
. 0 0 0 0 6  * 
. 0 0 1 7 0  * 
. 0 1 3 0 4  * 
. 0 0 2 4 6  * 
. 0 0 0 0 0  * 
. 0 0 0 0 2  * 
. 0 0 1 3 1  * 
. 0 0 0 2 5  * 
* C o n t r i b u t e s  
. t o  f3 
4 2  
4 3  
T A B L E  3 - 4  
E R R O R  W I T H T H R E E  Q U A N T I Z AT I O N  L E V E L S  ( N Q = 3 ) W I T H  M A X ' S  
I N T E RV A L  A N D  N O  S H I F T W H E N  µ= l . 2 8 .  
N u m b e r  o f  
s a m p l e s A l p h a , a B e t a , $ P q
( E ) P ( E ) D i f f e r e n c e 
---
. 1 . 2 7 0 1  . 2 5 2 2  . 2 6 1 2  . 2 6 1 1 . 0 0 0 1  
2 . 3 2 1 4  . 1 0 7 3  . 2 1 4 3  . 1 8 2 7  . 0 3 1 6  
3 . 1 2 0 4  . 2 0 7 7  . 1 6 4 0  . 1 3 38 . 0 3 0 2  
4 . 1 5 5 4 . 0 9 8 6 . 1 2 7 0  . 1 0 0 3  . 0 2 6 7  
5 . 1 1 1 5  . 1 0 9 4  . 1 1 0 4 . 07  6 2  . 0 3 4 2  
6 . 0 8 1 7  . 0 8 4 2  . 0 8 3 0  . 0 5 8 5  . 0 2 4 5  
7 . 0 9 9 0  . 0 4 2 9  . 0 7 1 0 . 0 4 5 2  . 0 2  58  
8 . 0 4 4 7  . 0 7 0 6 . 0 5 7 6  . 0 3 5 1 . 0 2 2 5  
9 . 0 5 5 2  . 0 3 7 5  . 0 4 6 3  . 0 2 7 4  . 0 1 8 9 
1 0  . 0 3 2 8  . 0 4 9 1  . 0 4 1 0  . 0 2 1 5  . 0 1 9 5 
1 1  . 0 3 1 2  . 0 3 2 2  . 0 3 1 7  . 0 1 6 9  . 0 1 4 8 
1 2  . 0 3 7  5 . 0 1 7 4 . 0 2 7 4  . 0 1 3 3 . 0 1 4 1  
1 3  . 0 1 9 5 . 0 2 5 8 . 0 2 2 6 . 0 1 0 5 . 0 1 2 1  
' 
. 0 1 8 4 . 0 08 3 . 0 1 0 1 1 4  . 0 2 1 8  . 0 1 5 1  
1 5  . 0 1 7 6  . 0 1 4 9 . 0 1 6 2 • o' o 6 5  . 0 0 9 7  
p 
R 
0 
B 
A 
B 
I 
L 
I 
T 
y 
0 
F 
E 
R 
R 
0 
R 
. 3 0 0  
• 2.6 0 
. 2 4 0  
. 2 2 0  
. 2 0 0  
. 1 8 0  
. 1 6 0  
. 1 4 0  
. 1 2 0 
. 1 0 0  
. 08 0  
. 0 6 0  
. 0 4 0  
. 0 2 0  
. 0 0 0  
N Q = 2 
Co n t i n u o u s  
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0  1 1  1 2  1 3  1 4  1 5  1 6  
N U M B E R  OF S AM P L E S , N S  
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F � g . 3 . 9 . P r o b a b i l i ty o f  e r r o r  a s  a f u n c t i o n  o f  s a m p l e s f o r 
M a x ' s  q u a n t i z e d  d a t a  o f  two  a n d t h r e e  l e v e l s a n d f o r 
c o n t i n u o u s d a t a . 
T h e  Opt i m u m  Qu a n t i z e r  
S o  fa r , T i t tl e  h a s b e e n  s a i d  a b o u t  o b t a i n i n g  t h e  
m i n i m u m  p r o b a b i l i ty o f  e r r o r o n c e  th e n u mb e r  o f  q u a n t i z e 
l e v e l s h a s b e e n  s e l e c te d . T h e c l o s i n g s t a t e m e n t s o f  
A p p e n d i x A s t a t e th a t  t h e p r o b l e m o f  c h o o s i n g  a q u a n t i z e  
i n t e r v a l  r a n d  a s h i f t f a c t o r  s r e m a i n s a f t e r t h e n u m b e r  
o f  o u t p u t  l e v e l s i s  d e c i d e d  u p o n . I n  o r d e r t o  m i n i m i z e 
t h e p r o b a b i l i ty o f  e r r o r , s o me c r i t e r i a m u s t  y i e l d a 
s o l u t i o n  t h a t  w i l l  h e l p p i c k  th e c o r r e c t  v a l u e s  fo r r a n d  
s . 
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F o r  t h e  o n e  s am p l e  c a s e , r e c a l l E q s . (2- 4 ) , (2 -5 ) a n d  
( 3 - 4 ) , w h i c h  i n v o l v e  t h e p r o b a b i l i ty o f  e r r o r  a n d  t h e 
d e f i n i t i o n  o f  a l ph a a n d  b e t a .  Th e p r o b a b i l i ty o f  e r r o r  i n  
t h e  q u a n t i z e d  c a s e  i s  
= q 1 f p ( x l a1 ) d x + q 2 J p ( x l a2 ) d x 
S 2 S1 
. 
� Q N 
= ,qt. l a 1 k + q 2 l a 2 k _ k = N + l  k = l 
w h e r e  a . k , i - 1 � 2 :t i s  th e s a m e  a s  t
h a t  d e f i n e d b y  
. 1 
( 3- 1 2 ) 
E q . ( 3 - 3 ) . T h  e p rob a b  i 1 i t y o f e r r o r  b e c o m  e s a s u m  ma t i o n 
i n t h e  q u a n t i z e d  cas e 
·
b e c a u s e t h e o u t p u t o f  t h e  q u a n t i z e r  
i s  a s e t  o f  i m p u l s e s . T h e d e c i s i o n b o u n d a ry l i e s o n  t h e 
N t h  i m p u l s e . By s u b s t i t u t i n g  t h e  v a l u e s  f o r  a i k g i v e n  by 
E q . ( 3- 3 ) i n  E q . (3 ·- 1 2 ) w i t h  µ 1 =0 a n d µ 2 = µ , th e q u a n t i z e d  
v e rs i o n o f  t h e p ro b·a ·b i l i ty o f  e r r o r  i s  
N Q  
. 
P q ( E ) = ( q 1 I 2 ) ) [ e r f { ( u k + 1 + s ) I 12 CJ } - e r f { ( u k + s ) / /2 CJ 1 ] K = N + l  J 
N 
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. + ( q 2 / 2 ) ) [ e r f { ( u k + 1 + s - µ ) / /2CJ } - e r r { ( u k + s • µ ) / 12CJ } ] . k = l 
( 3 - 1 3 ) 
E x p a n d i n g  t h e  s u mm a t i o n s  
( 3 - 1 4 )  
wh i c h , s i n c e u1 = - � a n d  u N Q+ l
=00 a n d e r f ( 00 ) = 1 ,  r e d u c e s t o  
P q_
( E ) :: ( q 1 / 2 ) [ l - e r f { ( u N + l - s
) / /2CJ } ] 
+ ( q 2 / 2 ) [ l + e r f { ( LI N + l + s - µ ) / 12CJ } ] . ( 3 - 1 5 ) 
T h e  p r o b a b i l i ty o f  e r r o r  i s  a f u n c t i o n  o f  th e a p r i o r i 
p r o b a b i l i t i e s ,  q 1  a n d  q 2 , t h e . s h i f t  f a c t o r s ,  t h e s t a n d a r d 
d e v i a t i o n , CJ  a n d  t h e l o c a t i o n  o f  t h e  ( N + l ) t h  i n p u t  
l o c a t i o n ,  u N + l · G i v e n  a l l t h e s e  fa c t o r s t h e p r o b a b i l i ty 
of e r r o r  c a n  b e  c a l c u l a t e d . R e m e m b e r  th a t  u N + l = 
' 
[ ( N+ l } - ( N Q + 2 ) / 2 ] r = [ N - ( N Q / 2 ) ] r .  
T h e  m i n i m u m p r o b a b i l i ty o f  e r r o r  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e 
q u a n t i z e i n t e r v a l r i s  o b t a i n ed  b y  s e t t i n g  t h e  d e r i v a t i v e 
( d P q ( E ) / d r )  t o  z e r o a n d s o l v i n g fo r r .  F i r s t ,  i n  g e n e r a l , 
th e d e r i v a t i v e  o f  t h e e r f ( e r ro r f u n c t i o n )  i s  d e f i n e d  b y  
A b r a mow i t z a n d  S t e g u n  [ 3 4 ]  a s 
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n + l d . e r f ( z ) = { 3 - 1 6 j 
d z n + l n = 0 , 1 , 2 , . . .  
w h e r e H n ( z ) i s  a H e r m i t e  p o l y n o m i a l  a n d  H0 ( z ) = 1 f o r 
a l l z .  T a k i n g t h e d e r i v a t i v e  o f  E q . ( 3 - 1 5 )  a p p l y i n g 
E q . ( 3 - 1 6 ) y i e l d s 
d P q ( E ) / d r = ( - q 1 /
/;) e x p [ - ( ( ( 2 N - N Q ) / 2 ) r + s ) 2 / 2 cr 2 ] ( 3 - 1 7 )  
( ( 2 N - N Q )/ 2 12 cr ) 
+ ( q 2 / ;
;) e x p f - ( ( ( 2 N - N Q ) / 2 ) r + s - µ ) 2 / 2 cr 2 ] ( ( 2 N - N Q ) / 2 /2cr ) 
s i n c e  u k = I k - ( N Q + 2 ) / 2 ] r . A f t e r  s e t t i n g  t h e  d e r i v a t i v e  t o  
z e r o , a n d  r e m o v i n g c o mmo n c o n s t a n t s , r e a r r a n g e m e n t  g i v e s  
q 1 e x p I - ( ( ( 2 N - N Q ) / 2 ) r + s )
2 / 2 cr 2 ] = 
q 2
e x p f - ( ( ( 2 N - Q ) / 2 ) r + s - µ ) 2 / 2 ] . 
T h e n , t a k i n g t h e  n a t u r a l  l o g a r i t h m ,  
l n q 1 - [
( ( ( 2 N - N Q ) / 2 ) r + s ) 2 / 2 cr 2 ] = 
l n q - I ( ( ( 2� - N Q ) / 2 ) r + s - µ ) 2 / 2 cr 2 ] .  
2 
S o l v i n g f o r  r g i v e s  
( 3 - 1 8 ) 
( 3 - 1 9 ) 
{ 3 - 2 0 ) 
Th e q u a n t i z e i n t e r v a l  r i s  a f u n c t i o n o f  t h e v a r i a
n c e ,  
o 2 , t h e  s e p a r a t i o n  b e t w e e n  c l a s s e s , µ , t h e  a p r i o r i  
p r o b a b i l i t i e s , q 1  a n d  q 2 , a n d  th e s h i f t f
a c t o r , s ,  a s 
w e l l a s  t h e d e c i s i o n b o u n d a ry ,  N ,  a n d th e n u mb e r o f  
q u a n t i z e  l e v e l s , N Q . H owe v e r ,  N Q , t h e n u mb e r  o f  q u a n t i z e  
l e v e l s ,  i s  g e n e r a l l y  c h o s e n  b e f o re h a n d  a n d  q 1 , q 2 , cr 2 
a n d µ a r e p a r a me t e r s o f  t h e pd f s  w h i c h a re g e n e r a l l y  
o b ta i n e d  o r  k n o w n  b e f o r e  o n e use s a q u a n t i z e r .  H e n c e , 
on e h a s to  w o r ry a b o u t  th e s h i f t , s ,  a n d t h e l o c a t i o n o f  
t h e d e c i s i o n b o u n d a ry , N .  T h e  v a l u e o b t a i n e d  f o r  r 
c a u s e s  a " j u mp " i n  t h e t r a n s fer c h a r a c te r i s t i c t o  
c o i n c i d e w i t h t h e d e c i s i o n b o unda ry i n  t h e  c o n t i n u o u s  
c a s e . 
= q a n  d s = µ / 2 , th e n E q • ( 3 - 2 0 ) r e  d u c e s  t o  2 
r = O .  T h i s  w o u l d  me a n  t h a t  t h e t ra n s f e r  c h a r a c t e r i s t i c  
s h ow n  i n  F i g s . 3 . 3  a n d  3 . 4  w ou l d  r e d u c e  to  a s t r a i g h t  
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l i n e a l o n g t h e i n p u t  a x i s .  Th e c h a r a c t e r i s t i c w o u l d n o  
l o n g e r  r e s e m b l e t h a t  o f  a q u a n t i z e r .  H ow e v e r ,  t h e t r a n s f e r  
c h a r a c t e r i s t i c  m ay b e  i n t e r p r e t e d  a s  h a v i n g  tw o s e p a r a t e  
a n d  d i s t i n c t  i n t e r v a l s ,  th e f np. t11 t a n d  o u t p u t i n t e r v a l s ,  
f o r  t h e p r o b a b i l i ty o f  e r r o r  pro b l e m .  S i n c e  r b e c o m e s  
z e ro , t h e  t r a n s f e r  c h a r a c te r i s ti c s a r e l i ke a tw o l e v e l 
q u a n t i z e r . R e g a r d l e s s o f  th e t n i t i a l  n umb e r  o f  q u a n t i z e 
l e v e l s , o n e  w o u l d s t i l l  h a v e  a t r a n s fe r  ch a r a c te r i s t i c 
s i m i l a r t o  t h e tw o l e v e l q u a n t i ze r c h a r a c te r i s t i c  c e n te r e d 
a t t h e d e c i s i o n b o u n d a ry o f  t he  c o n t i n u o us  c a s e . 
W i t h r e f e re n c e t o  E q . ( 3 - 1 3- ) , t h e  p r ob a b i l i ty o f  
e r ro r i s  a s u mm a t i o n  o f  th e i mp u l s e  we i g h ts .  R e g a r d l e s s 
49 . 
o f  h o w  f a r a pa r t  t h e  i m p u l s e s  a r e , t h e  p r o b a b i l i ty o f  e r r o r  
w o u l d  b e  t h e  s am e . T h e e r r o r  i s  o n l y  a f u n c t i o n  o f  t h e  
i n p u t  s p ac i n g s i n c e  t h e  u k ' s  a r e  d e f i n e d  fo r t h e  i n p u t a n d 
n o t  t h e o u t p u t .  F o r  t h e  r e s t  o f  t h e r e s e a r c h  r i s  a s s u m e d  
t o  a p p l y o n l y  to  t h e  i n p u t s � a c i n g .  
S o m e  o b s e r v a t i o n s  s h o u l d b e  m a d e a b o u t t h e  p a r am e t e r  N ,  
t h e  d e c i s i o n  b o u n d a r y  i n  t h e q u a n t i z ed c a s e . U n d e r  t h e  
c o n s t r a t n t  t h e  s i s  l e s s  .t h a n  D B ,  t h e  d e c i s i o n  b o u n d a ry 
i n  t h e  c o n t i n u o u s  c a s e , N m u s t  b e  l e s s  t h a n  N Q , t h e  
n u m b e r  o f  qu a n t i z e  l e v e l s .  I f  N w e r e  e q u a l  t o  N Q , a l l 
t fl. e " j u rn p s " i n t h e  tr a n s f e r c h a  r a c t e r i s t i c w o u 1 d b e i n 
a r e g i o n  s u c h  t h a t  a l p h a wo u l d  e q u a l  z e r o a n d  b e t a w o u l d 
e q u a l  o n e . T h i s wo u l d i m p l y t h a t  t h e r e i s  n o  d i s t i n c t i o n 
b e twe e n  t � e  two c l a s s e s  w h i c h  i s  n o t  t h e  c a s e . S e c o n d , 
N m u s t  b e _ g r e a t e r  t h a n  N Q/ 2 b e c a u s e , i n  t h e  l i m i t a s  
N+N Q/ 2 ,  r+oo s w h i c h  i s  p hy s i c a l l y  u n r e a l i z a b l e .  I f  N 
w e r e  l e � s  t h a n  N Q/ 2 , r wo u l d  b e c o me  n e g a t i v e u n d e r t h e  
co n s. t r a i n t  o n  s .  
He n c e 
N Q / 2 < N < N Q  { 3 - 2 1 ) 
w he r e N a n d N Q  a r e  i n t e g e r s .  
f o r t h e  two l e v e l  c a s e , E q . { 3 - 2 0 ) d o e s  n o t  a p p l y 
s i n c e  t he c o n d i t i o n s  o n  N c a n n o t b e  m e t . I f  i t  i s  a s s u m e d 
t h.a t N =  1 , t h e n  r w o u l d  a p p r o a c h i n f i n i ty .  I f  s = O , t h e  
two 1 e v e l  q u a n ti z e r i s  n o t  o p t i m u m . I t  i s  o p t i m u m  o n l y 
w h e n  t h e  q u a n t i z e r  i s  c e n t e r e d o n  t h e  d e c i s i o n  b o u n d a ry o f  
t h e c o n t 1 n u o u s  c a s e  ( s = D B ) .  
U n d e r  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  a p r i o r i  p r o b a b i l i t i e s 
a r e e q u a l , q = q , E q . ( 3 - 2 0 )  r e d u c e s  t o  
1 2 
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r = (µ - 2 s ) / ( 2 N - N Q )  ( 3 - 2 2 ) 
E q . ( 3 - 2 0 } a n d E q . ( 3 - 2 2 )  n o w  p r o v i d e  a c r i t e r i o n  f o r  
c h o o s i n g t h e  i n t e r v a l r .  O n c e  t h e  n u m b e r  o f  q u a n t i z e  
1 e v e 1 s h.a s b e e n s e 1 e c t e d , - t h e d e c i s i o n b o u n d a r y c a n b e 
c ho s e n  a s  c o n s t r a i n e d by E q . { 3 - 2 1 ) .  N ex t , t h e  p o s i t i o n 
of t h e  c e n te r  o f  t h e  q u a n t i z e r  c a n b e  c h o s e n . T h e i n t e r v a l  
r i s . g i v e n  by E q . ( 3 - 2 2 ) wh i c h  i s  a f u n c t i o n  o f  t h e  
s e p a r a t i o n  b e tw e e n c l a s s e s . Ta b l e 3 - 5  g i v e s  v a l u e s  f o r r 
w he n  s = O , µ = l . 2 8 a n d cr = l  . 0 0 .  T h e  v a l u e s  g i v e n  i n  T a b l e 3 - 5 
a r e t o  b e  u s e d i n  s e t t i n g  t h e  q u a n t i z e  i n t e r v a l . T h e 
n u m b e r  o f  q u a n t i z e  i n t e r v a l s ,  N Q , i s  d ec i d ed u p o n  b e f o r e  
t h e ta b l e c a n b e  u s e d . S i n c e  ( 2 N - N Q )  s h o u l d b e  g r e a t e r  
t ha n z e r o , o n e  c a n  d e c i d e  o n  wh i c h l e v e l · h e  w i s h e s t h e 
d e c i. s i. o n b o u n d a ry t o  b e . T h e  ta b l e w i l l  g i v e t h e  r e q u i r e d 
' 
s e p a r a t i o n o f  t h e  i n p u t s p a c i n g .  N o t e  t h a t  a s  t h e  f a c t o r  
(2 N - N Q } i n c r e a s e s , t h e r e  i s  l e s s  d i f f e r e n c e  b e tw e e n  t h e  
i n t e r v a l s p a t i n g s . 
A v a l i d  p r o o f  to  s h o w  t h a t  E q . ( 3 - 2 0 )  g i v e s  a 
r e l a t i v e  m i n i m u m  a n d n o t  a m a x i m u m  c o n s i s t s  o f  t a k i n g  
t h e s e c o n d d e r i v a t i v e o f  E q . ( 3 - 1 5 )  o r  t h e  d e r i v a t
i v e  o f  
Eq 
.
• ( 3 - 1 7 ] ,  s u b s t i t u t i n g t h e v a l u e o b t a i n
e d i n  E q . ( 3 - 2 0 ) 
TA B L E  3 - 5  
V A L U E S  F O R Q U A NT I Z AT I O N  I NT E RV A L  A S  G I V E N  B Y  
EQ . ( 3 - 2 2 ) W H E N  µ = l . 2 8 A N D  s = O . 
2 N - NQ I n t e r v a l r 
1 1 .  2 8 0 0 0  
2 0 . 6 4 0 0 0  
3 0 . 4 2 6 6 7  
4 0 . 3 2 0 0 0  
5 0 . 2 5 6 0 0  
6 0 . 2 1 3 3 3 
7 0 . 1 8 2 8 6 
8 0 . 1 6 0 00 
9 0 . 1 4 2 2 2  
1 0  0 . 1 2 8 0 0  
1 1 0 . 1 1 6 3 6  
1 2  0 . 1 0 6 6 7 
1 3  0 . 0 9 8 4 6  
1 4  0 . 0 9 1 4 3 
1 5  0 .. 0 8 5 3 3 
1 6  0 . 0 8 0 00  
. 3 2  0 . 0 4 0 0 0  
6 4  0 . 0 2 0 0 0  
1 2 8  0 . 0 1 0 0 0  
2 5 6  0 . 0 0 5 0 0  
5 1 2 0 . 0 0 2 5 0  
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f o r r a n d n o t i n g  w h e t h e r  t h e  re s u l t i s  p o s i t i v e o r  
o t h e rw i s e . I f  t h e  r e s u l t i s  p o s i t i v e , t h e n  t h e  v a l u e 
o b t a i n e d  f o r r o c c u r s  a t  t h e  m i n i m u m . T h e  d e r i v a t i v e o f  
E q . ( 3 - 1 7 )  g i v e s  E q . ( 3 - 2 3 ) 
.d 2 P (. E ) / d r 2 = . { ( ( 2 N - N Q ) / 2 /2cr ) 2 { 2 / /2Ticr ) } . ( 3 - 2 3 ) 
{ q ( ( ( 2 N - N Q ) / 2 ) r + s ) e x p I - ( ( { 2 N - N Q / 2 ) r + s ) 2 / 2 cr 2 ] 
1 
- q
2
{ ( ( 2 N - N Q ) / 2 ) r+ s - µ ) e x p [ - ( ( ( 2 N - N Q ) / 2 ) r+ s - µ } 2 / 2 cr 2 ] }  
W i t h  q = q = �, s = 0 a n d r = µ/ ( 2 N - N Q ) , E q . ( 3 - 2 3 ) i s  
1 2 
( 3 - 2 4 )  
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S i n c e  t h e  s e c o n d  d e r i v a t i v e  i s  p o s i t i v e ,  t h e n t h e  v a l u e  
o b t a i n ed f o r  r i n  E q . ( 3 - 2 0 ) ma k e s  t h e  p r o b a b i l i ty o f  e r r o r  
m i n i.m u m . 
T �e p r o b a b i l i ty o f  e r r o r v e r s u s  q u a n t i z e  i n t e r v a l  r 
i s p l o t t e d  . i n  f i g s . 3 . 1 0  t h r o u g h  3 . 1 3 f o r  N = 6 , 7 , 8 a n d 9 
r e s p e c t i v e l y , w h e n  N Q = l O .  A l l fo u r  c u r v e s  a r e  r e p r e s e n t e d  
t n  F i g .  3 . 1 4 b u t o n l y t h e  l o w e r  v a l u e s  a r e s h o w n . A n  x 
ma r k s t h e  l o c a t i � n s  o f  t h e  m i n i m u m s  i n  t h e f i g u r e s . T h e  
v a l u e s o f  N a r e l o c a t e d  a b o v e  t h e  m i n i m u m s  i n  F i g . 3 . 1 4 . 
T he f i g u r e s  s h o w  t h a t  t h e  p r o b a b i l i ty o f  e r r o r c a n  b e  
m i n i m i z e d  by . u t i l i z i n g a ny o n e  o f  t h e  o u t p u t  l e v e l s a s  t h e  
d e c i s i o n  b o u n d a ry i f  t h e  d e c i s i o n b o u n d a ry i s  c o n s t r a i n e d  
by 
N Q / 2 < N < N Q . 
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f i g .  3 . 1 0 .  P r o b a b i l i t v o f  e r r o r  fo r v a ry i n g  
q u a n t i z a t i o n i n t e r v a l  w i t h  a q u a n t i z e r o f  t e n  l e v e l s  
a n d d e c i s i o n b o ! r n d a ry a t  s i x . 
5 3  
S-
,.... 
ta 
> 
S-
Cl> 
.µ 
s:::: 
•r-
Cl> 
N 
•r-
.µ 
s:::: 
. ta 
:::5 
CY 
l 
l.J.J 
1 
a . 1 3  
o .  7 2  
1 • a .  1 1  
1 
1 
• c . 1 : 
• 0 . 69 
1 • o .  6 ij  
1 0 . 6 7  
1 • 0 . 6 6 
l 0 . 6 5  
l • 0 . 6 4 
l • o . o J  
l • 0 . 6 2 
l • 0 . 6 1  
l • 0 . 6 C 
1 • 0 . 59 
1 • 0 . 5 8  
l • ll . 5 7 
1 0 . 5 b  
l • 0 . 5 5 
l • 0 . 5 4 
1 c . 5 3  
1 • C . 5 2  
1 • 0 . 5 1  
1 • o . s c  
1 • o . 4q 
l • 0 � 4 8 
l • 0 . 4 7  
1 • O . 't 6 
1 • 0 . 4 5  
1 0 . 4 4 
1 • 0 . 4 3  
1 .  0 . 4 2 
1. O . lt l  
l .  C . 4 C  
1 .  0 . 3 9 
1 C . 3 1:1 
1 0 . 3 7  
l 0 . 16 
1 0 . 3 5  
l o .  3 4  
1 0 . 1 3  
X C . 3 2  
l 0 . 3 1  
1 0 . 3 0 
l c . �9 
1 0 . 2 8  
1 0 . 2 1  
1 0 . 2 6 
l .  0 . 2 5  
1 .  0 . 24 
t .  0 . 2 3  
• • 0 . 2 2 
1 • 0 . 2 1  
1 o . z c 
1 • 0 . 1 9  
1 • 0 . 1 8  
1 • 0 . 1 7  
l • 0 . 16 
l. • 0 . 1 5  
l 0 . 1 4  
l • 0 . 1 3 
l • 0 . 1 2  
1 • O . ! l  
1 • o . 1 c  
1 • 0 . 0 9 
l • o . o e  
1 0 . 0 1  
1 • 0 . 0 6 
l • 0 . 0 5  
1 • 0 . 0 4 
1 • C . C 3 
1 0 . 0 2 
• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •
• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •
• • • 1 • • • • • • • • • • • •  0 . 0 1  
CT 
0.. 
. . 
• 3 2 0 0  . Z9 C O  . 2 6 C O  
. . . . . 
. 50QO . o c c  . l. 40C · '· � c o  . 3 8 C O  . 3 5 0 0 
F i g . 3 . 1 1 .  P r o b a b i l i ty o f  e r r o r  fo r v a ry i n g  
q u a n t i z a t i o n i n t e r v a l  w i t h  a q u a n t i z e r  o f  
t e n  l e v e l s  
a n d  d e c i s i o n b o u n d a ry a t  s e v e n . 
r--
n::J 
> 
S­
Q) 
.µ 
s:: 
. ,... 
<V 
N 
• r-
5 4 
.µ 
s:: 
n:s 
::s 
CY 
l 
l 
1 
l 
I 
1 
I 
1 
1 
1 
l 
1 
l 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
I 
l 
• 0 . 1 3  
• 0 . 7 2 
• 0 . 1 1 
• 0 . 10 
• , o  . 6 9  
• 0 . 6 8 
• 0 . 6 7  
• 0 . 6 6  
• 0 . 6 5  
• 0 . 6 4  
• 0 . 6 )  
• o . 6 2  
• 0 . 6 1  
• 0 . 6 0 
• o . , 9 
• o . c;a 
• 0 . 5 7  
• 0 . 5 6 
• Q . S 5 
• 0 . 5 1,  
• o . 5 3  
• 0 . 5 2  
• 0 . 5 1  
• 0 . 5 0 
• O . ie 9  
• o . 1e e  
• ll . 't 7  
• O . ie 6  
• O . ie 5  
1 • o. " "  
1 0 . 4 3 
1 • 0 . 4 2  
1 • o . 1e 1  
l • 0 . 4 0  
1 • 0 . 3 9 
l 0 . 3 8 
1 • 0 . 3 7 
1 • O . l6 
l • 0 . 3 5  
l • 0 . 3 4  
1 • o . 3 3 
1 • 0 .  3 2  
1 • 0 . 3 1  
1 • 0 . 3 0 
l • 0 . 2 9 
l .  0 . 28 
1. O . l 7  
1 .  0 . 2 6  
1 0 . 2 5  
! 0 . 2 4 
1 0 . 2 3  
l 0 . 2 2  
)( 0 . 2 1  
l o . � o  
l 0 . 1 9 
1 0 . 1 6 
1 0 . 1 1  
1 .  0 . 1 6 
1 .  0 . 1 5 
l • 0 . 1 4  
l 0 . 1 3  
l • c . 1 2  
1 • 0 . 1 1  
1 • 0 . 1 0  
l • o . c q  
1 • o . o e  
1 • 0 . 0 7  
l . O . C6 
l • a . a s  
I • 0 . 04 
1 • 0 . 0 3 
. 1 • 0 . 0 2  
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · - · ·
· · · · · · · · · · · · · t . • . . . . . . . . . .  0 . 0 1 
er 
0... 
. . . . 
e50CO 
. 
. It  lC O 
. 
. 4't 00 . " 1 0 0  . 3 2 C f)  • 3500 • 3 2 0 0  . 2 9 C O  · 
. 2 6 C O 
F i g . 3 . 1 2 . P r o b a b i l i ty o f  e r r o r f o r  v a ry i n g  
_ q u a n t i z a t i o n  i n t e r v a l  w i t h  a q u a n t i z e r o f
 t e n  l e v e l s 
a n d d e c i s i o n b o u n d a ry a t  e i g h t .  
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F i g . 3 . 1 3 .  P r o b a b i l i ty o f  e r r o r  fo r v ar y i n g  
q u a n t i z a t i o n  i n t e r v a l w i t h a q u a n t i z e r o f  t e n  l e v e l s 
a n d  d e c i s i o n b o u n d a ry a t  n i n e .  
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Fig .  3 . 1 4 .  P ro b a b i l i ty o f  er r o r  f o r d i f f e r e n t  
d e c i s i o n b o u n d a r i e s  f o r  v a ry i n g  q u a n t i z a t i o n  i n t e r v a l  
w i t h  a t e n  l e v e l  q u a n t i z e r . 
,...... 
ttS 
> 
� 
CJ 
...., 
c: 
.,... 
C1' 
N 
.,... 
5 7  
5 8  
t h e  B a y e s ' c r i t e r i o n  f o r t h e  c o n t i n u o u s c a s e  w i t h  o n e  
s a m p l e .  S i n c e  M a x ' s i n t e r v a l wa s t h e  f i r s t  i n t e r v a l  t o  b e  
s e l e c t e d , i t  wo u l d  b e  a p p r o p r i a t e t o  c o m p a r e  t h e  e r r o r  
b y  u s i n g  M a x ' s  i n te r v a l  t o  t h a t o f  u s i n g E q . ( 3 - 2 0 ) , t h e  
d e r i v e d  o p t i m u m  q u a n t i z e  i n t e r v a l f o r  t h e  o n e  s a m p l e 
c a  s. e . 
T h e s e r e s u l t s a r e s h o w n  i n  F i g . 3 . 1 5 f o r t h e  o n e  s a m p l e 
c a s e  f o r  v a r i o u s q u a n t i z e  l e v e l s .  T h e  p r o b a b � l i ty o f  e r r o r 
u s t n g  M a x ' s  i n t e rv a l  i s  a l w ay s  g r ea t e r  t h a n  u s i n g t h e  
i n t e r v a l  d e r i v e d i n  E q . { 3 - 2 0 ) .- A t  s e v e r a l  p o i n t s , t h e  
p r o b a b i l i ty o f  e r ro r w i t h  M a x ' s  i s  a l m o s t  t h e  s a m e  a s  
t na t  w ne n u s i n g t h e d e r i v e d  i n t e r v a l . T h i s i s  d u e  t o  
. .  
t h.e c o n  d ;: t i  o n  t ha t  µ = 1 . 2 8 . M a x  ' s i n t e r  v a 1 s om e t i m e s  i s 
v e ry n e a r l y  t h a t  g i v e n  i n  T a b l e 3 - 5 . T a b l e 3 - 6 p r e s e n t s  
t he d i f f e r e n c e s  f n  p r o b a b i l i ty o f  e r r o r  fo r v a r i o u s 
n u m b e r  o f  q u a n t i z e  l e v e l s .  T h e s e  v a l u e s  a r e  t h e  d i f f e r e n c e s  
b e t w e e n  t he two c u r v e s  i n  F i g . 3 . 1 5 .  
T h e  o p t i m u m  q u a n t i z e  i n t e r v a l  g i v e n  by E q . ( 3 - 2 0 )  w a s 
d e r i v e d  f o r t h e  o n e  s a m p l e c a s e  o n l y .  T h i s s a m e  i n t e r v a l  
t s  n o w  u s e d  i n  t h e  mo r e  t h a n o n e  s a m p l e c a s e  w i t h  t h e  
n u m b e r o f  q u � n t i z e  l e v e l s e q u a l  t o  f o u r , f i v e a n d 
s t x . T a b l e 3 - 7  p r e s e n t s t h e  p r o b a b i l i ty o f  e r r o r  w h e n  
u s i � g  t he i n t e r v a l b y  M a x , t h e  o p t i m u m  i n t e r v a l g i v e n b y  
E q . ( 3 - 2 2 } a n d  t h e c o n t i n u o u s  c a s e . F o r t h e  q u a n t i z e 
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N U M B E R  O F  Q U A N T I Z E  L E V E L S � N Q  
f i g . 3 . 1 5 .  P r o b a b i l i ty o f  e r r o r  a s  a f u n c t i o n o f  t h e  
n u m b e r  o f  q u a n t i z e  l e v e l s ,  N Q , u t i l i z i n g M a x ' s  i n t e r v a l  
a n d t h e  i n t e r v a l  g i v e n  by  E q . ( 3 - 2 2 ) , s = O . O ,  µ = l . 2 8 .  
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TA B L E  3 - 6  
C OM PA R I S O N O F  E R R O R  F O R  V A R I O U S  N U M B E R  O F  Q U A N T I Z E  L E V E L S  
W H E N  T H E  I N T E R V A L I S  G I V E N B Y  MAX  A N D  E Q . ( 3 - 2 2 ) W I T H 
µ= 1 .  2 8 A N D  s = 0 .  
N u m b e r  o f  q u a n t i z e  P r o b a b i l i ty P r o b a b i l i ty D i f f e r e n c e  
i n t e r v a l s ( N Q ) o f  e r r o r  o f  e r r o r  
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T A B L E  3- 7  
P RO BA B I L I T Y  O F  E R RO R A S  T H E  NUM B E R O F  SAM P L E S I N C R E A S E  
F O R CA S E S W H EN T H E  I N T E R V A L  I S  C H O S E N  B Y  MA X A N D  B Y  
E Q . ( 3 - 2 2 ) A S  W E L L  A S  T H E  C O NT I N U O U S  C A S E .  
N u m b e r o f  
P q ( E ) 
P ( E )  
s am�l e s  M a x ' s  Eg . { 3 - 2 2 ) C o n t i n u o u s 
NQ= 4 
1 . 2 7 38 9  .. 2 6 1 0 8  . 2 6 1 0 8 
2 . 2 0 3 7 4 · . 2 0 4 6 3  . 18 2 7 0  
3 . 1 5 3 3 6 . 1 5 8 3 6  . 1 3 3 8 2  
4 . 1 1 8 7 1 . 1 2 3 1 9  . 1 0 0 2 7  
5 . 0 9 2 9 5 . 09 9 77 . 0 7 6 2 0  
NQ= 5 
r = µ  r =µ/ 3 
1 . 2 6 6 0 0  . 2 6 1 08 . 2 6 1 0 8  . 2 6 1 0 8  
2 . 1 9 0 1 8  . 2 1 2 6 1  . 2 0 2 4 0  . 1 8 2 7 0  
3 . 1 4 7 6 6  . 1 4 4 6 6 . 1 5 8 4 8  . 1 3 3 8 2  
NQ= 6 
r = µ/ 2 r =µ / 4  
1 . 2 6 1 9 9  . 2 6 H l 8 . 2 6 1 0 8  . 2 6 1 08 
2 . 1 8 8 4 7  . 1 9 2 1 7  . 2 0 380  . 1 8 2 7 0  
-. 
3 . 1 1' 2 8 6  . 1 4 39 1 . 1 5 7 35 . 1 3 3 8 2  
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i n te r v a l s e q u a l  t� f i v e o r  s i x , t h e r e  a r e  tw o p o s s i b l e 
o p t i m u m  q u a n t i z e  i n t e r v a l s .  Bo t h  o f  t h e s e a re g i v e n  w i th 
th e l a r g e r  i n t e r v a l  g i v e n  f i rs t .  I n  a l l _ c a s e s , a s  t h e 
n u mb e r  o f  s a m p l e s  i n c r e a s e , t h e  p r o b a b i l i ty o f  e r ro r  
d e c r e a s e s . F o r t h e s p e c i f i c p r o b l e m w i t h . µ = l . 2 8 ,  t h e 
i n te r v a l  by M a x  u s u a l l y  g i v e s  l e s s  e r r or t h a n  u s i n g t h e 
i n t e r v a l g i v e n  b y  E q . ( 3 - 2 2 ) .  T a b l e  3 - 8  g i v e s  t h e d i f -
fe r e n c e s  i n  e r r o r  b e tw e � n u s i n g c o n t i n u o u s  d a t a  a n d  
q u a n t i z e d  d a t a . T h e t a b l e i s  u s e f u l i n  t h a t  i t  p r o v i d e s  
a m e a s u r e o f  t h e u s e f u l n e s s o f - q u a n t i z e d da t a  f o r  m a k i n g  
a d e c i s i o n w i t h  m o r e  t h a n  o n e  s am p l e .  T h e l a r g e s t 
d i ffe r e n c e  i n  t h e t a b l e i s  a b o u t  . 0 2 5  wh i c h m ay b e  
ac c e p t a b l e .  
Th e t o t a l  p r o b a b i l i ty o f  e r r o r  f o r  N Q =3 i s  p r e s e n t e d  
i n  T a b l e  3 - 9  fo r a l a r g e  n u mb e r  o f  s am p l e s  w h e n  u s i n g t h e 
i n te r v a l g i v e n  by E q . ( 3 - 2 2 ) . T h i s  t a b l e  i s  p r e s e n t e d  
a s  a r e f e r e n c e  t o  T a b l e 3 - 4 t o  a i d  i n  c o mp a r i n g  t h e e r r o r  
fo r a l a r g e  n u mb e r  o f  s a m p l e s . T h e d i f fe r e n c e s  b e tw e e n 
. 
t h e  two i s  s l i g h t  b e c a u s e  t h e  i n te r v a l  g 1 v e n  b y  M a x  
i s  r = l . 2 2 4  w h i l e  E q . ( 3 - 2 2 )  m a k e s  f = l . 2 8 .  
T h e r e s u l t s h a v e  b e e n  o b t a i n e d  f o r v a r i o u s q u a n t i z e 
l e v e l s a n d  v a r i o u s  n u mb e r  o f  s am p l e s . · Th e n e c e s s a ry 
c o n d i t i o n s  f o r  t h e  o p t i m u m q u a n t i z e r  h a v e b e e n  d e r i v e d .  
A s e t o f  t r a d e  o f f  c u r v e s  h a s b e e n  p r e s e n t e d i n  F i g .  3 . 9 . 
Th i s  i n f o rm a t i o n  c a n  n o w  b e  u s e d  i n  d e s i g n i n g a q u a n t i z e r . 
T A B L E  3 - 8  
D I F F E R E N C E S  I N  P RO BA B I L I T Y O F  E R R O R  G I V E N I N  T A B L E  3 - 7  
A S  C O M P A R E D T O  T HE C O N T I N U O U S CA S E .  
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N L! m b e r  o f  
s a m E._� M a x - C o n t i n u o u s Eg . ( 3 - 2 2 )  - C o n t i n u o u s 
1 
2 
3 
4 
5 
1 
2 
3 
, -'-
2 
3 
0 . 0 1 2 8 1  
0 . 0 2 1 0 4 
D . 0 1 9 5 4 
0 . 0 1 8 4 4  
'0 . 0 1 6 7 5  
o . . 0 0 4 9 2  
0 . 0 0 7 4 8  
0 . 0 1 3 8 4  
0 . 0 0 0 9 1  
{) .  O ·O 5 7 7 
0 . 0 0 9 0 4  
NQ= 5 
NQ= 6 
r = µ  
0 . 0 0 0 0 0  
0 . 0 2 9 9 1  
0 . 0 1 0 8 4  
r = µ / 2 
0 . 0 00 0 0 
0 . 0 0 9 4 7  
0 . 0 1 0 0 9  
0 . 0 0 0 0 0  
0 . 0 2 1 9 3 
0 . 0 2 0 0 4  
0 . 0 2 2 9 2 
0 . 0 2 3 5 7  
r = µ / 3 
0 . 0 0 0 0 0  
0 . 0 1 9 7 0  
0 . 0 2 4 6 6  
r =µ / 4  
0 . 0 0 0 0 0  
0 . 0 2 1 1 0  
0 . 0 2 3 5 3  
T A B L E  3 - 9  
P RO B A B I L I T Y O F  E R R O R  F O R  L A RG E N U M B E R  O F  S A M P L E S W I T H  A 
T H R E E L E V E L  Q U A NT I Z E R  U T I L I Z I N G MAX ' S  I NT E R VA L  A N D  T H E  
I NT E RV AL G I V E N B Y  E Q . ( 3 - 2 2 ) • 
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N u m b e r  o f  
s a m p l e s  M a x  
. 
P
q
( E )  
Eq . ( 3 - 2 2 ) 
P ( E ) 
C o n t fn u o u s 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
1 0  
1 1  
1 2  
1 3  
1 4  
1 5  
. 2 6 1 1 7 
. 2 1 4 3 4  
. 1 6 4 0 4  
. 1 2 7 0 2 
. 1 1 0 4 5  
. 0 8 2 9 7  
. 0 7 1 0 0  
. 0 5 7 6 3  
. 04 6 3 3  
. 04 0 9 6  
. 0 3 1 7 1 
. 0 2 7 4 8 
:0 2 2 6 3  
. 0 1 8 4 5  
. 0 1 6 2 5  
. 2 6 1 08 
. 2 1 3 1 9  
. 1 6 4 6 7  
.- 1 2  6 1 7  
. 1 1 1 0 0 
. 0 8 2 8 1 
. 0 6 9 9 0  
. 0 5 8 08  
. 04 5 8 0  
. 04 0 6 7  
. 0 3 1 6 4 
. 0 2 6 8 2  
. 0 2 2 84  
. 0 1 8 1 7  
. 0 1 6 1 9 
. 2 6 1 0 8 • 
. 1 8 2 7 0  
. 1 3 3 8 2 
. 1 0 0 2 7  
. 0 7 6 2 0  
� 0 5 8 4 8  
. 0 4 5 2 0  
. 0 3 5 1 3  
. 0 2 7 4 3  
. 0 2 1 4 9  
. 0 1 6 8 9  
. 0 1 3 3 1  
. 0 1 0 5 1  
. 0 0 8 3 2  
. 0 0 6 5 9 
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Th i s  q u a n t i z e r  s h· o u l d  h a v e  a n  a d j u s t a b l e  i n t e r v a l  a s  w e l l  
a s  t h e c a p a b i l i ty o f  s h i f t i n g  t h e  e n t i r e  i n p u t .  I t  h a s  
b e e n s h ow n  f o r t h e  o n e  s a m p l e ca s e  t h a t  q u a n t i z e d  d a t a  
c a n  b e  c l a s s i f i e d  w i t h t h e s ame p r o b a b i l i ty o f  e r r o r  a s  
c o n t i n u o u s d a t a . 
I n  t h e  n e x t c h a p t e r , a n  a p p l i c a t i o n i s  d i s c u s s e d . 
T h e  r e s u l t s  o f  . t h i s  c h a p t e r  a re d i s c u s s e d i n  t h e  c o n ­
c l u d i n g  c h a p t e r . C o n c l u s i o n s  a b o u t  a q u a n t i z e r  a s  r e l a t e d  
t o  t h e p r o b a b i l i ty o f  e r r o r a re m a d e  a s  we l l  a s  r e c om ­
m e n d a t i o n s  f o r f u r th e r s t u dy .  -
C HA P T E R  4 .  A N  A P P L I CA T I O N  
S i n c e  a c r i t e r i o n f o r c h o o s i n g a n  i n t e r v a l t h a t 
m i n i m i z e s t h e  p ro b a b i l i ty o f  e r r o r fo r t h e  o n e  s a m p l e 
c a s e  h a s b e e n  d e c i d e d u p o n , a n  a p p l i c a t i o n t o  a s p e c i f i c  
p r o b l e m  w i l l i l l u s t r a t e  h o w  o n e  c a n  u t i l i z e  t h i s  i n f o .r ­
m a t t o n . T he a b i l i ty t o  d i s t i n g u i s h b e twe e n  two  o r  m o r e  
c l a s s e s  i s  i m po r t a n t  i n  r em o t e  s e n s i n g a p p l i c a t i o n s . 
Im a g e ry  f s  o b t a i n e d d u r i n g a e r i a l  f l i g h t s , a n d  a f t e r  
r 
6 6  
a p p r o p r i a t e  c hem i c a l  p r o c e s s i ng ,  t h e t a s k  i s  t o  d i s t i n g u i s h  
a n d c l a s s i fy t h e v a r i o u s  c l a s s e s  t h a t  a p pea r o n  t h e  p i e c e  
o f i m � g e ry . 
T h e  p r e s e n t  m e t h o d  o f  a n a l y s i s  c o n s i s t s  o f  t a k i n g  
m e a s u r em e n t s w i t h a M a c B e t h  d e n s i t om e t e r , pu n c h i n g t h e  
d a t a  o n t o c a r d s  a n d  t h e n  u s i n g t h i s  d a t a  a s  i n p u t - t o  a 
d e c i s i o n  m a k i n g a l g o r i t hm p r o g ra mm e d  i n  a c o m p u t e r . 
T h e  f i r s t  p a r t  o f  t h e c l a s s i f i c a t i o n  a l g o r i t hm c o n s i s t s  
o f  t r a i n i n g o n  a l r e a d y  c l a s s i f i ed d a t a . T h e  s e c o n d p a r t  
c o n s i s t s o f  o p e r� t i o n s  n e c e s s a ry t o  c l a s s i fy t h e  d a t a . 
T h e  r e s u l t s  o f  th e c om p u t a t i o n s  i n  t h e  c om p u t e r  a r e  
p r i n t e d o u t a s  a c o n f u s i o n m a t r i x . T h e  c o n f u s i o n m a t r i x 
l i s t s t h e  a m o u n t  o f  d a t a c o r r e c t l y a n d i nc o r r e c t l y 
c l a s s i f i e d a n d t h e  ty p e  o f  e r r o r s  m a d e . 
E v e n  t h o u g h  t h e d a t a  f r o m  t h e  d e n s i to m e t e r  i s  a s s u m ed 
t o  b e  a c c u r a t e e n o u g h  t o  b e  c o n t i n u o u s d a ta , t h e  p ro c e s s 
o f  o b t a i n i n g  t h i s  d a t a  i a k e s  a l o n g  t i m e .  T h e  p e r s o n n e l 
6 7  
a t  t h e R e m o t e  S e n s i n g I n s t i t u t e  a l s o  u t i l i z e  a c o l o r 
e n c o d i n g d e v i c e  w h i c h c a n  e n c o d e  t h e  d e n s i t i e s  o f  a p i e c e  
o f  i m a g e ry .  T h e r e  a r e f ro m  two to  t h i r ty- tw o d i f f e r e n t  
l e v e l s ,  e a c h  r e p r e s e n t e d  by  a d i f f e r e n t  c o l o r . A t  p r e s e n t , 
t h e  d a t a f r om t h e  d e v i c e  i s  i n c om p a t i b l e wi t h  a c o m p u t e r  
s i n c e  t h e  v a l u e s  a p p e a r  s t r i c t l y  a s  a c o l o r  t o  t h e  
o b s e r v e r . T h i s  d e v i c e  i s  v e ry s i m i l i a r to t h e  i m p l e m e n t a ­
t i o n r e q u i r ed f o r t h e  q u a n t i z a t i o n  i n t e r val  g i v e n  by  
E q . { 3 - 2 2 ) . T h e  i n te r v a l s  a r e  a s s u m ed to be  u n i f o r m l y 
s p a c e d b u t - may  n o t b e  a d j u s t a b l e .  I t  i s  po s s i b l e  to  s h i f t 
t h e  t r a n s f e r  c h a r a c t e r i s t i c .  
T h e  f i r s t  s t e p  i n  p r o c e s s i n g t h e  d a ta w o u l d s t i l l 
i n v o l v e u t i l i z i n g t h e  d e n s i t o m e t e r  t o  c o l l ec t  d a t a f o r  
u s e i n  p a r a m e t e r  e s t i m a t i o n  f o r  e a c h o f  the c l a s s e s . 
T h e r e  i s  s om e  e r r o r  i n  t h i s  p a r t  o f  t h e  p r oc e d u r e  s i n c e  
o n l y a f i n i t e n u m b e r  o f  s a m p l e s  a r e  u s e d t o  o b t a i n  t h e  
m e a n s  a n d v a r i a n c e s . T h e d a t a  a r e  a s s um ed to  c o m e  f r om 
c l a s s e s w i t h  n o rm a l d i s t r i b u t i o n s . By  h a v i n g  e s t i m a t e s  o f  
' 
t h e  m e a n s  a n d v a r i a n c e s  o f  t h e  two  c l a s s e s ,  t �e o p e r a t o r  
c a n  d e c i d e o n  t h e  q u a n t i z a t i o n i n t e r v a l  a f t e r  h e  h a s  
d e c i d e d o n  t h e  n u m b e r  o f  l e v e l s t o  u s e . 
S u p p o s e  t h e  o p e r a to r  d e c i d e s  t o  u s e  s i x q u a n t i z e  
l e v e l s ( N Q = 6 ) . T h e  o p e r a to r  m a y  s h i f t t h e c e n t e r  o f  t h e  
q u a n t f z e r ' s  t r a n s f e r  c h a r a c t e r i s t i c s  s u c h t h a t t h e  m e a n o f  
t he f i r s t  c l a s s  o r  t h e c l a s s  w i t h  t h e  l ow � r  m e a n  b e c o m e s  a 
c l a s s  w i t h  m e a n o f  z e r o . A s h i f t w i l l  n o t  a f f e c t t h e  
v a r i a n c e . T h e  t r a n s f e r  c h a r a c t e r i s t i c  f o r  t h e  s i x  l e v e l 
c a s e  i s  s h o w n  i n  F i g . 4 . 1 .  N o t e  t h a t t h e  o u t p u t s  a r e n o t 
n e c e s s a r i l y e q u a l l y  s p a c e d  b u t  a r e  n u m b e r e d  t o  i d e n t i fy 
t h e o u t p u t 1 e v e l . I f.  t h e  o p e r a t o r  w i s h e s  t h e  f o u r t h  
l e v e l  t o  b e  t h e  d e c i s i o n b o u n d a ry , t h e  q u a n t i z e  i n t e r v a l 
i s  a d j u s t e d  s u c h  t h a t  
68 
. r = µ / 2  { 4 - 1 )  
i f  o n e  u s e s  E q .  ( 3 - 2 2 ) a n d h a s  u n i t v a r i a n c e . T h e  c l a s s e s 
a r e s e p a r a � e d  by  a d i s t a n c e  µ i n  t h e  f e a tu r e  d o m a i n .  I f  
t h e  o p e r a t o r h a d  c h o s e n  t h e  f i f t h  l ev e l , t h e  r w o u l d  b e  
a d j u s t ed  t o  
r = µ / 4 . { 4 - 2 )  
W i t h t h e i n t e r v a l c h o s e n  by e i t h e r  E q . ( 4 - 1 )  o r  
E q . ( 4 - 2 ) , t h e  p r o b a b i l i ty o f  e r r o r  wo u l d  b e  t h e  s a m e  a s  
t h e  c o n t i n u o u s  c a s e . H e n c e , a d e v i c e t ha t  g i v e s  l e s s  
a c c u r a t e m e a s u r em e n t s  g i v e s  j u s t  a s  g o o d  r e s u l t s . A g a i n , 
i t  m u s t  b e  em p h a s i z e d t h a t a s i n g l e  p i e c e  o f  d a t u m  i s  
u s ed , c o m p a r i n g  t h i s v a l u e  t o  a p r ed e te rm i n e d  t h r e s h o l d  
a n d m a k i n g a d e c i s i o n o n  w h e t h er i t  b e l o ng s  t o  c l a s s  o n e  
o r  c l a s s t w o � T h e  i n t e r v a l  i s  g i v e n  fo r a c a se w h e n  t h e  
p r o b l e m  i s  t o  d i s t i n g u i s h  b e tw e e n  t w o  c l a s s e s  ev e n  t h o u g h  
ma n y  c l a s s e s  m a y  a p p e a r  o n  t h e  i ma g e ry .  
T h e v a 1 u e s f o r r o b t a i n e d by E q s . ( 4 - 1  } a ri d ( 4 - 2 ) 
w i l l a l w a y s  m � k e  t h e  d e c i s i o n b o u n d a ry f o r  t h e  c o n t i n u o u s  
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N o u t p u t 
6 . ... 
5 - -
1 
4 
µ - 2 r µ - r  µ µ + r µ l  + 2 r 1 .  l_ l . l -' r r • 
i n p u t  x 
3 
. .  2 
. 
... 1 
F i g . 4 . 1 .  T r a n s f e r  c h a ra c t e r i s t i c  o f  6 l e v e l  q u a n t i z e r 
f o r t h e r e m o t e  s e n s i n g  a p p l i c a t i o n . 
c a s e  a n d t h e  " j u m p " i n  t h e t r a n s f e r  c h a ra c t e r i s t i c 
c o i n c i d e . T h e e r r o r  w i l l  b e  t h e  s am e  i n  b o t h c a s e s  i f  
o n e  t a k e s  a s i n g l e s a m p l e ,  m a k e s  a d e c i s i o n a n d  r e p e a t s  
t he s am e  p r o c e s s  f o r a l l s am p l e s . 
. 7 0  
T h e a c c u r a cy o f  s e t t i n g r c a n  b e  d e c r e a s e d  i f  o n e  
c h o o s e s  a l a r g e r  n u m b e r  o f  q u a n t i z e r i n t e r v a l s  a n d h a s a 
v a l u e  fo r N ,  t h e  d e c i s i o n b o u n d a ry , e q u a l  t o  t h e  i n t e g e r  
v a l u e  c l o s e s t  t o  N Q / 2 . T h i s c a n  b e  p o i n t e d  o u t  by  
r e f e r r i � g  t o  F i g . 3 . 1 4 .  F o r h i g he r  v a l u e s of  N ,  t h e s l o p e  
o f t h e p r o �a b i l i ty o f  e r r o r  i s  g r e a t e r  n e a r  t h e m i n i m u m s  
t ha n  t h e  s l o p e  f o r  a l o w e r v a l u e  o f  N. T h a t  i s ,  o n e  wo u l d  
n o t  c na n g e t h e p r o b a b i l i ty o f  e r r o r v e ry m u c h  i f  a l o w e r 
v a l u e  o f N i s  c h o s e n  u n d e r  t h e  c o n d i t i o n s  t h a t  r c a n n o t  b e  
a d j u s t e d  v e ry p r e c i s e l y .  
I f  t h e r e a r e  two  q u a n t i z e l e v e l s a n d  t h e c e n t e r  o f  
t he t r a n s f e r c h a r a c t e r i s t i c  o f  t h e  q u a n t i z e r  l i e s  a t  t h e  
m e a n o f  c l a s s  o n e , t h e  o p t i m u m o r  b e s t  p r o b a b i l i t y o f  
e r ro r i s  n o t o b t a i n e d . F o r t h e two l e v e l  c a s e , t h e  
q u a n t t z e r l s c h a r a c t e r i s t i c m u s t  b e  c e n t e r e d  a t  t h e  
d ec i s i o n  b o u n d a ry . T h e  e r ro r  ra t e  i s  h i g h l y d e p e n d e n t  o n  
t he p a r a m e t e r � o b t a i n e d _ f r om t h e  d e n s i t o m e t e r  s i n c e  t h e  
d e c i s i o n b o u n d a ry i s  a f u n c t i o n  o f  t h e s e  p a r �m e te r s . 
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C HA P T E R 5 .  C O N C l U S I O N S  ANO  R E C O MM E N D AT I O N S  
C o n c 1 u s i. o n s 
I n  t h i s c o n c l u d i n g c h a p t e r , s om e  c omm e n t s  a n d 
i n t e r p r e t a t i o n s  o f  t h e  r e s u l t s  o f  C h a p t e r  3 a r e  m a d e .  T h e  
a p p ro a c h  w i l l b e  t o  r e f e r  t o  v a r i ou s  f i g u r e s ! t a b l e s  a n d  
e q u a t f o n s  a n d  t o  p r e s e n t  a d i s c u s s i o n  a s  to  h ow t h e a u t h o r  
i n t e r p r e t s t � e s e  r e s u l t s .  A n  i m po r t a n t  · o b s e r v a t i o n  t h a t 
s no u l d b e  r em e m b e r e d i s  t ha t  t h e  o u t p u t o f  a q u a n t i z e r  
c o n s i s t s  o f  a s e r i e s  o f  i m p u l s e s  who s e to ta l w e i g h t  i s  o n e  
r e g a r d l e s s - o f  t n e  ty p e  o f  i n p u t p d f . E a c h  i n d i v i d u a l  i m ­
p u l s e m ay v a ry i n  w e i g h t  d e p e n d i n g o n  t h e  i n p u t ,  h o w e v e r . 
T h e  b e s t  a l p h a a n d  b e t a e r r o r s  t h a t  c a n  b e  a t t a i n e d i n  
t b.e c o n t i n u o u s c a s e a r e p r e s e n t e d i n g e n e r  a 1 i n E q • ( 3 - 1 1  ) . 
T h e s e  v a l u e s m i n i m i z e t h e  to t a l p r o ba b i l i ty o f  e r r o r .  
W i t h t h e  t h r e s h o l d  K e q u a l  t o  u n i ty ,  t h e  p r o b a b i l i ty o f  
e r r o r  i s  e q u a l  t o  e i t h e r  a l p h a  o r  b e t a . T h e  i n i t i a l  
q u a n t i z e r  p a r a m e t e r s w e r e  t h o s e  g i v e n  by M a x [ 3 5 ] . 
f i g . 3 . 9  s u mm a r i � e s  t h e  r e s u l t s  f o r  t h e p ro b a b i l i ty o f  
e r r o r v e r s u s  n u m b e r  o f  s a m p l e s  u s i n g M a x • s  i n t e r v a l  w i t h  
t �e n u m be r i f  q u a n t i z e  l e v e l s e q u a l  t o  two a n d t h r e e  
a l o n g  w i t h  t h e e r r o r  fo r t h e  c o n t i nu o u s  c a s e . T h e  t h r e e  
l e v e l  q u a n t i z e r  a l wa y s  g i v e s  a l ow er p r o b a b i l i ty o f  e r r o r  
t h a n  t h e  two  l e v e l  q u a n t i z e r fo r a g i v e n  n u m b e r  o f  
s a m p l e s . A s  t h e  n u m b e r  o f  s a m p l e s i n c r e a s e s  f o r a g i v e n 
q u a n t i z e r , t he p r o b a b i l i ty o f  e r r o r  a l w a y s
 d e c r e a s e s . T h e  
n u m b e r  o f  s a m p l e s , N S , a r e  t h e  n u m b e r  u s ed i n  m a k i n g  a 
d e c i s i o n . 
F i g .  3 . 9  i s  a l s o  v a l u a b l e f o r  a t r a d e - o f f  s tu dy .  
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T h a t  i s , i f  a n  o b s e r v e r  i s  s a t i s f i ed w i t h  � 0 4 0  p r o b a b i l i ty 
o f  e r r o r , t h e n  h e  m a j  c h o� s e 8 s a m p l e s  w i t h  a v e ry h i g h  
n u m b e r  o f  l e v e l s o r  c o n t i n u o u s , h e  may  c hoo s e  1 1  s a m p l e s  
w i t h  o n l y  a t h r e e  l e v e l  q u a n t i z e r  o r  h e  may c h o o s e  1 4  
s am p l e s  b e f o r e  m a k i n g  a · d e c i s i -o n  i f  t h e  num b e r· o f  l e v e l s 
i s  o n l y  t wo . I t  m a y  b e  p o s s i b l e t h a t  c h oo s i n g m o r e  
s a m p l e s  i s  e a s i e r t o  i m p l em e n t  t h a n  t h e  i mp l em e n t a t i o n  
o f  a h i g h l y  a c c u r a t e d e v i c e . T h e  p ro b a b i l i ty o f  e r r o r i n  
F .i g . 3 . 9  wa s o b t a i n ed u s i n g M a x ' s  q u a n t i ze i n t e r v a l . 
W i t h  K = 1 ,  E q . ( 3 - 2 0 ) r e d u c e d to E q . { 3 - 2 2 )  a s  
r = ( µ - 2 s ) / ( 2 N�N Q ) . 
W i t h  t h i s  r ,  t h e p r o b a b i l i ty o f  e r r o r  f o r  t h e  o n e  s a m p l e 
c a s e  w a s j u s t a s  g o o d  a s  t h e e r r o r  fo r t h e c o n t i n u o u s c a s e . 
T he o p e r a to r  o r  d e c i s i o n m a k e r  c a n  e v e n  d e c i d e  w h i c h  
l e v e l i s  t h e  d e c i s i o n  b o u n d a ry u n d e r  t h e  c o n d i t i o n s  
' 
N Q/ 2 < N < N Q . 
Fo r a s p ec i f i c  p r o b l em , g r a p h s  a r e d r a wn w h i c h  s h ow t h a t 
t he r e  i s  o n l y o n e  m i n i m u m  fo r a g i v e n  v a l u e  o f  N i n  F i g s . 
3 . 1 1 t h r u  3 . 1 3 .  I n  F i g .  3 . 1 4 ,  t h e _ g ra p h s  a r e c om b i n e d f o r 
a l l t h e  v a l u e s o f  N .  
A c o m p a r i � o n  b e tw e e n  t h e  p r o b a b i l i ty o f  e r r o r  u s i n g 
M a x ' s  i n t e r v a l  a n d t h e  d e r i v e d o p t im u m  i n te r v a l  g i v e n  b y  
E q . ( 3 - 2 2 ) i s  p re s e n t ed i n  F i g .  3 . 1 5 .  a s  t h e  n u m b e r  o f  
q u a n t i z e  l e v e l s i n c � e a s e s  � n d  w h e n  o n l y  o n e  s a m p l e  i s  
ta k e n  b e fo r e  a d e c i s i o n  i s  m a d e  a s  to w h i c h  c l a s s  t h e  
d a t u m  c a m e  f r om . T h e s e  r e s u l t s a r e a l s o  p r e s e n t e d  i n  
ta b u l a r f o rm i n  T a b l e 3 - 6 . 
T a b l e s  3 - 7  a nd ·  3 - 8  a r e  p r e s e n t e d  f o r t h e  m u l t i ­
s a m p l e c a s e . T h e  p ro b a b i l i ty d e n s i ty f u nc t i o n  f o r  a 
q u a n t i z e r  w i t h  N Q  l e v e l s . i s  d e s c r i b ed by t h e  N Q - n o m i a l . 
I t  i s  i n t e r e s t i n g to  n o t e  t h a t M a x ' s  i n t e r v a l f o r  t h e  
n u m b e r  o f  s a m p l e s  g r e a t e r  t h a n  o n e  u s u a l l y  p r o d u c e s  
l e s s  p r o b a b i l i ty o f  e r r o r  t h a n w h e n  u s i n g t h e  d e r i v e d 
i n t e r v a l _ g i v e n  by E q . ( 3 - 2 2 ) . I t  i s  n o t  k n o w n  w h e t h e r 
M a x • s  i n t e r v a l p ro v i d e s th e m i n i m u m  fo r th e m o r e  t h a n 
o n e  s a m p l e c a s e . 
T h e  i n i t i a l obj e c t i v e  o f  d e t e rm i n i n g w h e t h e r o n e  c a n  
u s e a q u a n t i z e r  i n  m a k i n g  d e c i s i o n s  s u c h  t h a t t h e  e r r o r  
i s  m i n i m i z e d h a s b e e n  a c c om p l i s h e d . C h a p t e r 3 p r e s e n t e d  
t h e  i n t e r v a l  s p a c i ng s o  t h a t th e p r o b a b i l i ty o f  e r r o r i s  
. 
m i n i mu m  a n d i s  e q u a l t o  t h e  c o n t i n u o u s c a s e . T h e o n l y 
i n t e r v a l  t h a t  i s  i m p o r t a n t  f o r  p r o b a b i l i ty o f  e r r o r  i s  
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t h e  i n p u t s p a c i n g .  T h e  d e c i s i o n b o u n d a r y o n  t h e  o u t p u t o f  
t h e q u a n t i z e r i s  o n l y  a f u n c t i o n  o f  t h e  N t h � m p u l s e  a n d 
n o t  t h e  s p a c i n g
. b e tw e e n  t h e i m p u l s e s . 
T h e  s e c o n d a ry o b j e c t i v e  o f  p r o v i d i n g a t r a d e - o f f  
c u r v e  h a s a l s o b e e n  a c c o m p l i s h e d .  F o r  a s p e c i f i c p r o b l e m , 
F i g . 3 . 9  wa s p r e s e n t e d  a n d i n t e r p r e ted . I t  i s  f e l t t h a t  
c u r v e s  g i v e n  w i l l  a p p l y  t o  a ny p r o b l em b u t  t h e  p r o b ­
a b i l i ty o f  e r r o r i s  h i g h l y  d e p e n d e n t  u p o n  t h e p a r a m e t e r s  
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o f  t h e  i n p u t p d f .  T h a t  i s ,  t h e  c u r v e s  i n  F i g .  3 . 9  w i l l  
s h i f t u p wa r d  i f  t h e  s e p a r a t i o n  b e tw e e n  c l a s s e s i s  d ec r e a s e d 
w i t h  a l l o t h e r p a r a m e t e r s  r em a i n i n g t h e  s a m e . 
I t  a p p e a r s  t h a t 1 f  o n e  i s  t o  m a k e  a d e c i s i o n o n  a 
s i n g l e s a m p l e ,  t h e  a c c u r a cy o f  t h e  q u a n t i z e r c a n  b e  m a d e 
l e s s . H o w e v e r , t h i s d e v i c e  m u s t  b e  a d j u s t a b l e d e p e n d i n g 
u p o n  t h e  two  c l a s s e s  t ha t  o n e  i s  t ry i n g  to d i s t i n g u f s h 
b e tw e e n . T h i s  d e v i c e  m i n i m i z e s  t h e  p r o ba b i l i ty o f  
.
e r r o r .  
I t  a l s o  a p p e a r s  t h a t  o n e n e e d s a h i g h l y  a c c u r a t e  d e v i c e 
to  d e t e rm i n e t h e  s t a t i s t i c a l  p a r a m e t e r s  o f  a c l a s s . T h e s e 
s t a t i s t i c a l  p a r & m e t e r s  c o u l d t h e n  b e  u s ed f o r a d j u s t i n g 
t b e  q u a n t i z e r . 
R e c o mm e n d a t i o n s  
I t  i s  a p p r o p r i a t e a t  t h i s p o i n t to  g i v e s om e  
r e c omme n d a t i o n s  fo r  f u r t h e r s tu dy . N o t a l l p r o b l e m s  h a v e  
b e e n  s o l v e d by t h i s s t u d y . S p e c i f i c a l l y ,  t h e  s tu d y  o f  
q u a n t i z e d  m u l t i f e a t u r e s  c a n b e  c a r r i ed o u t . A s  t h e n u m b e r  
o f  f e a t u r e s i s  i n c r e a s e d t o  i n c l u d e  a l l t h e  d e n s i ty 
r e a d i n g s , t h e  p r o b a b i l i ty o f  e r r o r  may  g o  d o w n . 
A n o t h e r s t u d y t h a t  m a y  b e  d o n e i s  to  a n a l y z e  t h e  c a s e  
w h e r e  t h e  m e a n s  c o i n c i d e b u t t h e  v a r i a n c e s a r e  d i f f
e r e n t . 
A s im i l i a r  s t u d y w o u l d i n v o l v e t h e  g e n e r a
l c a s e  o f  
d i f f e r e n t  m e a n s  a n d d i f f e r e n t v a r i a n c e s  f o r  a s i n g l e 
f e a t u r e  a n d m u l t i f e a t u r e s . T h e  two - c l a s s  p r o b l e m  c o u l d  
b e  e x t e n d e d t o  i n c l u d e  m u l t i p l e  c l a s s e s , e a c h  w i t h  
d i f f e r e n t m e a n s  a n d d i f f e r e n t  v a r i a n c e s . 
I t  wa s m e n t i o n e d · t h a t t h e  o u t p u t p d f i s  a s e r i e s o f  
i m p u l s e s  r e g a r d l e s s  o f  t h e  ty p e  o f  i n p u t  p d f . A n  
i n t e r e s t i n g s tu d y w o u l d  b e  t o  d e t e rm i n e a n  i n t e r v a l  
w h e n  t he p d f s  a r e  n o t  s ymm e t r i c a l  a b o u t  s o m e  p a r am e t e r . 
T h a t  i s ,  l e t t h e  i n p u t d a t a h a v e  a n o n - symm e t r i c  p d f .  
T h i s t om p l e t e s  t h e  d i s c u s s i o n  o f  r e s e a r c h r e s u l t s 
a nd r e c o mm e n d a t i o n s  f o r  f u r t h er s t u d y . A p p e n d i c e s  
f o l l o w a l o n g w i t h  a b i b l i o g r a p hy .  
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A P P E N D I X  A 
T H E  E Q U I - I N T E RV A L  O R  U N I F O RM QU A N T I Z E R  
I n  t h i s  s e � t i o n , t h e  q u a n t i z e r i s  d i s c u s s e d a n d  t h e  
o u t p u t p d f i s  d e r i v e d . T h e  i n f o r m a t i o n  t h a t  i s  p r e s e n t e d  
i s  l a r g e l y  b a s e d u p o n  ·wa t t s  I 3 6 ] , W i n t z a n d Ku r t e n b a c h  [ 3 7 )  
a n d  M a x  I 38 J . 
T h e  q u a n t i z e r c o n s i s t s  o f  N Q  l e v e l s a nd h a s a t r a n s f e r  
c ha r a c t e r i s t i c a s  s h o w n  fn F i g s .  A .  l a n d A � 2  f o r  e v e n 
a n d o d d q u a n t i z e r s , r e s p e c t i v e l y .  T h e  q u a n t i z e  i n t e r v a l  r 
i s  c o n s t a n t  f o r a g i v e n  n u m b e r  o f  l e v e l s b u t  v a r i e s w i t h  
t he n u m b e r  o f  l e v e l s .  T h e q u a n t i z e r  may  s h i f t  o n l y. a l o n g 
t �e t n p u t  a x f s  by a n  a mo u n t s b u t s i s  s h ow n  t o  b e  z e r o  
i n  t h e  f i. g u r e s . 
T b.e e f f  e c t o f t h e s h i f t  o n  t h e p d  f i s i n v e s t i g a t e d 
by  t he u s e  o f  t r a n s f o rm a t i o n  o f  v a r i a b l e s . I t  i s  a s s u m e d  
t h a t  p ( x }  i s  o f  t h e  s a m e  f o rm a s  t h a t  d e s c r i b e d by  
E q .  ( 2 - 3 } .  T h e p d f  of  t h e  r a n d o m  v a r i a b l e Y w h i c h  i s  
y ;: f (x ) i s  d e f i n e d, by p ( y }  a n d  i s  o b ta i n e d b y  f i r s t  g e t t i n g 
t he i n v e r s e  f u n c t i o n  o f  x .  T h a t  i s , g e t  x=w ( y ) . 
T h.e n  
p { y )  = f ( w { y } ) w '  ( y )  ( A - 1 ) 
w h e r e  w ' (y }  � d x / d y . T h e  e x p r e s s i o n , w ' ( y ) , i s  t e rm e d 
t h  J b . n f ri r t h e o n e  d i m e n s i o n a l  c a s e , t h e  J a c o b i a n · _ .e a c o  1. a . v 
i s  s i m p l y  t h e d e r i v a t i v e  o f  t h e  o l d r a n d om  v a r i a b l e w i t h  
r e s p e c t  t o  t n e n e w r a n d o m v a r i a b l e .  
I 
I 
- r  
J r __ y ( o u t p u t�) ______ _ 
2 
r ---------
2 
' I 
r x ( i n p u t ) 
- r 
2 
- 3 r -- 2 
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F i g . A . 1 .  T r a n s f e r  c h a r a c t e r i s t i c  fo r Ma x ' s  e q u i ­
i n t e r v a l q u a n t i z e r w i t h  a n  e v e n  n u m b e r  of l e v e l s ( f o u r ) . 
2 r  -� O U  p u  { t t ) 
r . -
- 3 r  - r  
� 2 I ' I 
r 3 r  x ( i n p u t  
2 2 
) 
'- -- - r  
-
-� - 2 r 
F i g . A . 2 .  T r a n s f e r c h a r a c t e r i s t i c  f o r M a x ' s  e q u i - . i n t e r v a l  q u a n t i z e r w i t h  a n  o d d n u m b e r  o f  l e v e l s ( f i v e ) . 
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A p p l y i n g  E q . ' ( A - 1 )  to  E q . ( 2 - 3 ) ,  t h e r e s u l t i n g 
e x p r e s s i o n s  d u r i n g t h e  ma t h em a t i c a l  o p e r a t i o n s  a r e : 
1 . y = f ( x )  y = x - s 
2 .  x = w ( y )  x = y+ s 
3 .  W I  ( y ) = d x/ d y  W I  ( y ) = 1 
4 .  p (,y ) = f ( w ( y ) ) w ' ( y ) ' { A - 2 )  
p ( y )  
· T h e  q u a n t i z e r i n v o l v e s a n o n l i n e a r  t ra n s f o rm a t i o n  
w ho s e  o u t p u t c o n s i s t s  o f  e q u a l l y  s p a c e d  i m p u l s e s f o r  
M a x . E a c h  o f  t h e s e  i m p u l s e s i s - w e i g h t ed  b y  t h e  a r e a u n d e r  
t h e  p r o b a b i l i ty d e n s i ty c u r v e  f o r e a c h o f  t h e  r es p e c t i v e  
i n t e r v a l s . F o r  e a c h  o f  t h e  i n t e r v a l s o n  t h e  i n p u t p d f , 
t h e  l o w e r  v a l u e  i s  d e n o t e d  by u k a n d  t h e  u p p e r  by  u k+ l  
w h e r e  k = l , . . .  , N Q ,  t h e  n u m b e r  o f  q u a n t i ze  l e v e l s .  
T h e  k e q u a l l y  s p a c e d  i m p u l s e s  a r e l o c a t e d  m i d p o i n t 
i n  t h e i n t e r v a l r a t  V t  w h e r e  
v i
= [ i - ( N Q + l ) / 2 J r 
I n  t e rm s  o f  t h e  i n t e r v a l  r 
u k
· 
= [ k - ( N Q+ 2 ) / 2 ] r 
i= 1 , 2 ,  . • •  , N Q 
k = 2 , • . .  , N Q 
w i t h  u 1 
= - oo a n d u N Q+ l = 00  i n  t h e  G a u s s i a n  c a s e . 
t h e  p ro b a b i l _i ty o f  t h e  k t h  i m p u l s e  i s  
( A - 3 ) 
( A - 4 )  
H e n c e  
P { z = v k ) = /
U k+ l p ( x ) d x . k = l , . . .  , N Q ( A - 5 ) 
U k  
T h e l o c a t i o n  o f  t h e  u ' s  a n d  v ' s  a r e d emo n s t r a t e d  f o r  t h e  
c a s e  N Q = 4  i n  F i g . A . 3 .  
S i n c e  t h e  o u t p u t c o n s i s t s  o f  o n l y i m p u l s e s l o c a t e d  a t  
\ 
\ 
p ( x )  
v = - 3 r  v = - r  v = r  v = 3 r  x l 2 2 2 3 2  4 2  
U = - 00 U = - r  U = O  u = r  u = oo 
1 2 3 4 5 
F i g . A . 3 .  E x a m p l e  o f  i n p u t  a n d o u t p u t· p a r am e t e r  a s s i g nm e n t s  o f  u n i fo rm 
q u a n t i z e r f o r  d a t a  d i s t r i b u t e d G a u s s i a n o r  n o rm a l  ( N { O , l ) )  . .  
....... 
"° 
v k ' t h e n  t h e  p d f fo r t h e r a n d om v a r i a b l e Z c a n  b e  d e f i n e d 
i n  t e rm s  o f  t h e  d e l t a  f u n c t i o n o r  
8 0  
p ( z }  = ·  { Ju k+ l p ( x ) d x }  o ( z - v k ) ( A - 6 ) 
u 
T h e  p r o b a b i l i ty o f  t h� k t h  i m p u l s e  wa s p r e v i o u s l y  
d e f i n e d  i n  E q . ( A - 5 ) . · W i t h  t h e  p d f o f  t h e i n p u t  t o  t h e  
q u a n t i z e r  d e f f n e d  �Y E q . ( A - 2 } , t h e  i n t e g r a t i o n  y i e l d s  
p ( v k } = � [ 1 + e r f ( { u k+ l + s -µ } / /2  cr ) ]  ( A - 7 )  
-% [ 1  + e r f  ( { u k + s - µ } I /2 a }  J k = I , • • • , N Q • 
E q . ( A- 7 ) r ed u c e s  t o  
p ( v k } = � r e r f ( { u k+ l + s - µ } / /2 cr )  
- e r f { { u k+ s - µ } / 12  a ) ] = a k k = l , • • . • , N Q .  ( A - 8 ) 
I n  E q . (A - 7 }  a n d  E q . ( A - 8 ) , e r f  s t a n d s  f o r  t h e  e r r o r 
f u n c t i o n  a s  d e f i n ed by Wo z e n c r a f t a n d J a c o b s [ 3 9 ] . 
A p p e n d i x  C p r e s e n t s a g r a p h  o f  t h e  e r ro r  f u n c t i o n . U s i n g 
t h e  d e l t a  f u n c t i o n  f ·o r t h e  p d f  o f Z , 
p ( z ) = o ( z - v k ) a k k = l , . . . , NQ .  ( A - 9 )  
T h e p d f fo r z i s  a d i s c r e t e p d f . 
I n  t h i s s t u �y o f  q u a n t i z a t i o n , µ wo u l d b e  s u b s c r i p t e d 
s i n c e  t h e r e a r e two d i s t i n c t  p d f s  b e i n g  c o n s i d e r e d . O n c e  
t h e  n u m b e r  o f  q u a n t i z e  l e v e l s , NQ, h a s  b e e n  d e c i d e d u p o n , 
t h e  p r o b l em  t h a t r em a i n s i s  t h a t o f  c h o o s i n g t h e  q u a n t i z e  
i n t e r v a l  r a n d  l o c a t i n g  t h e  q u a n t i z e r w i t h  a s h i f t o f  s .  
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M I N I M U M  P RO B A B I L I T Y  O F  E R R O R  
T h e  p r o b a b i l i ty o f  e r r o r  f o r a two - c l a s s  p ro b l e m  i s  
d e f i n e d  by E q .  ( B - 1 ) ,  
8 1  
. P ( E )  = q a + q $ 1 2 ( B - 1 ) 
wh e r e  i t  i s  a s s u m e d  t h a t t h e  c o s t  f u n c t i o n s  d e f i n e d i n  
C h a p t e r  2 a r e e q u a l . T h e  o bj ec t  o f  t h i s a p p e n d i x  i s  t o  
s h o w  t h e  p o i n t o n  t h e  x a x i s d e n o t e d  by y w h e r e  t h e  
p r o b a b i l i ty o f  e r r o r  wo u l d  b e  a m i n i m u m � - x i s  t h e  v a r i a b l e 
f e a t u r e o f  t h e  p d f s . T h i s  d e r i v a t i o n i s  a p p l i e d t o  a 
two - c l a s s  p r o b l em w h e n  o n l y  t h e  m e a n s  d i f f e r  b u t t h e  
t e c h n i q u e  c o u l d b e  a p p l i e d i n  o t h e r  p r o b l em s . I t  i s  
a s s um e d  t h a t  t h e  p o s i t i o n  y l i e s  b e twe e n  t h e  two m e a n s . 
H e n c e , t h e  p r o b a b i l i ty o f  e r r o r  i s  d e f i n ed b y  
00 
. y 
P ( E } = q f p ( x l µ ) d x + q f p ( x j µ ) d x ( B - 2 ) l y  1 2 _ 00  2 
w h e r e  t h e  s ym b o l s  h a v e  b e e n  p r e v i o u s l y  d e f i n e d  i n  C h a p t e r  
2 .  T o  f i n d t h e  m i n i mu m  i n v o l v e s  t a k i n g t h e  d e r i v a t i v e  w i t h  
r e s p ec t  t o  t h e  v a r i a b l e t h a t c o n t r o l s--t h e  m i n i m i z a t i o n a n d 
. 
a f t e r  s e t t i n g  t h e  d e r i v a t i v e  e q u a l  t o  z e ro , s o l v i n g f o r 
t he p a r a m e t e r  s u c h  t h a t  o n e  f i nd s  t h e  r e l a t i v e  m i n i m u m . 
H e n c e , a p p l y i n g  L e i b n i t z ' s  r u l e t o  E q . ( B - 2 ) , 
dP ( E ) / d y = - q
1
( 2 rr cr 2 )
- �  
e x p [ - (y - µ
1
) 2 / 2 cr 2 ]  
R e d u c i n g d o w n , 
+ q ( 2 n 0 2 ) - �  e x p [ - ( y - µ  ) 2 / 2 0 2 ] = 0 .  ( B - 3 )  
2 2 
O = - q e x p [ � ( y - µ  ) 2 / 2 0 2 ] + q e x p I - {y - µ ) 2 / 2 0 2 ] . 
l l 2 2 
S e p a r a t i n g a n d t a k i n g  t h e  n a t u r a l  l o g a r i t hm { l n ) , 
l n  q - ( y - µ ) 2 / 2 a 2  = l n  q - { y - µ  ) 2 / 2 cr 2 • 
l 1 2 2 
R e a r r a n g i n g ,  
2 o 2 l n  ( q / q ) = 2y ( µ  - µ  ) + c � 2 - µ 2 ) .  
1 2 2 1 1 2 
S o l v i ri g f o r y , 
8 2 
y = [ 2cr 2 l n { q / q ) ] / ( � .- �  ) + ( µ - µ  ) / 2 .  
1 2 2 1 2 1 
( B - 4 )  
E q . ( B - 4 ) i s  i n  c o m p l e t e  a g r e em e n t  w i t h  t h e  B a ye s ' 
t e c h n i q u e  o f  fi n d i n g t h e  d ec i s i o n b o u n d a ry . T h e r e  i s  
o n l y  o n e  s o l u t i o n .  I n  o r d e r  to s h o w  t h a t  E q . ( B - 4 ) i s  a 
r e l a t i v e  m i n i m u m  a n d  n o t  a r e l a t i v e  m a x i m um  r e q u i r e s  
t ha t  t h e d e r i v a t i v e o f  E q . { B - 3 ) b e  t a k e n  o r  t h e  s e c o n d 
d e r i v a t i v e  o f  P (E )  w i t h  r e s p e c t  t o  y b e  ta k e n . T h e 
s e c o n d  d e r i v a t i v e  o f  P ( E ) i s  
d 2 P ( E ) / d y 2 = - q  ( 2 rrcr 2 ) - � ( - 2 ( y - µ  ) / 2 cr 2 ) e x p [ - ( y - µ  ) 2 / 2 cr 2 ]  
1 1 1 
+ q ( 2 rrcr 2 )· - � ( - 2 ( y - µ  ) / 2cr 2 ) e x p [ - ( y - µ ) 2 / 2 cr 2 ] . 2 2 2 
_____ , _  ( B - 5 ) 
S u b s t i t u t i n g t h e  v a l u e f o r y a s  g i v e n  by E q . ( B - 4 )  i n t o  
E q . ( B - 5 ) g i v e s  · 
d 2 P ( E ) / dy 2 > 0 .  
H e n c e , t h e  v a l u e  o b t a i n e d  f o r y i s  a r e l a t i v e  m i n i m u m  
a n d  n o t  a r e l a t i v e m a x i m u m . 
-.. _) 
8 3  
A P P E ND I X  C 
T H E  E RROR f �N C T I O N 
T h i s a p p e n d i x  i s  p r e s e n t ed t o  s h o w  th e r e a d e r  w h a t a 
g r a p h  o f  t h e  e r r o r f u n c t i o n { er f ) l o o k s l i k e a n d a n  
ex a m p l e o f  w h e r e  i t  i s  u s ed .. l'b e G a u s s i a n p r o b a b i l i ty 
d e n s i ty f u n c t i o n w i t h  m e a n z e r o  a n d v a r i a nc e  o f  cr 2  i s  
g i v e n  by 
p { x )  = ( 2 na 2 } -\ex p [ - x 2 / 2cr 2 ] . 
I t s  i n t � g r a 1 o r t h e p r o b a b i 1 i ty d i  s t r  i b u t i  o n  f u n c t  i o n 
i s  g i v e n by 
F ( x )  = 1 - (l ( x / cr ) 
T h e  Q f u n c t i o n  Q ( x ) i s  d e f i ned a s  
Q ( x ) A ( 2m ) -% £·e x p [ - y 2/ 2 ] d y . 
I t  i s  r e l a t e d  t o  t h e  e r r o r  fu nct i o n  by 
Q ( x ) = � [ 1 - e r f ( x/ /2) ] 
w h e r e  t h e e r r o r  f u n c t i o n  i s  d ef i n e d  a s  
e r f ( x ) = { 2 / lm) j
x e x p f - y 2 ] dy �  
T h e  e r r o r f u n c t i d n i s  g r a p h e d i n  F i g . C . 1 .  
( C - 1 ) 
( C - 2 ) 
( C - 3 ) 
{ C - � _t  / 
{ C - 5 )  
l 
1 
l 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
-
x 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
l 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
l 
l 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
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• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
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• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
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• 
• 
• 
• 
• 
• 
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1 • 
. -
• • • • • • • • • • • � • • � • • • • • • • • • • • • • • � o • • • • • • • •
• • • • • • • • • • • • 
• 
1 • . 5 6 0 
1 . 5 2 0  
l . 4 8 C 
1 .. 4 4 C  
l .. 4 C O  
1 . 3 6 0  
l . 3 2 C  
1 . ·2 a c  
l . 2 Lc C  
I . 2 C C  
1 . 1 6 0 
1 . 1 2 0 
1 . 0 8 0  
t . 0 4 C  
1 . c c c  
o . q 6 o 
o . q 2 0  
0 . 6 8 C  
c .  8 't 0  
c . a c o  
0 . 1 6 0  
C .. 7 2 C 
C . 6 8 C  
C . 6 4 0  
0 . 6 C C  
C . 5 6 C 
C . 5 2 C  
C . 4 8 0  
0 . 4 4 0  
C . 4 C C  
C . 3 6 C 
C . 3 2 0  
0 . 2 8 0 
C . 2 4 C  
0 . 2 0 0  
C . l c C 
c . 1 2 c  
c . o a c  
C . C 4 C  
c . c  
• • 
l . C C C C  Q . 8 C O C  
• 
C .. 6 C C C  
• 
0 . 4 C O O  
• 
o . 2 c c c  o . o  
F I G .  C. . l .  G R A P H C F  T r E  E R R C R  F l N C T I O N . 
c 
c 
µ 
I 
s 
1 
2 
-
x 
p ( x ) 
pd f 
c d f  
ctq 
P ( E ) 
c . . l J 
A P P E N D I X  D 
S YM B O L S  A N D  A B B R E V I AT I O N S  
C l a s s o n e  
C l a s s  two 
M u , M e a n  
V a r i a n c e  
S umma t i o n  o f  t e rm s  
I n t e g r a l  
S a m p l_e s pa c e  
S a m p l e  m e a n 
S a m p l e v a r i a n c e  
P ro b a b i l i ty d e n s i ty f u n c t i o n 
o f  t h e  r a n d o m  v a r i a b l e X 
p r o ba b i l i ty d e n s i ty f u n c t i o n  
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c um u l a t i v e d i s t r i b u t i o n f u n c t i o n  
A l p h a  e r r o r  w h e n  d a ta i s  
q u a n t i z ed 
B e ta e r r o r  w h e n  d a t a  i s  
q u a n t i z e d 
P ro b a b i l i ty o f  e r r o r  w h e n  d a t a 
i s  q u a n t i z ed 
P ro b a b i l i ty o f  e r r o r  
A l p h a  e r ro r  o r  e r r o r  o f  t h e 
f i r s t  k i nd 
B e t a e r r o r  o r  e r r o r  o f  t h e  
s e c o n d k i nd 
C o s t  f u n c t i o n s  
---
N 
N·Q  
NS 
p .  J 
q i , i = l , 2  
1f 
ex p 
f .  
J 
E I X J  
! 
e 
R 
A (X ) 
K 
6 
H 
p (X 1 } 
� 
< 
> 
� 
e r f  
f ( x )  
8 6  
D ec i s i o n  b o u nd a ry f o r q u a n t i z e r 
N umb e r  o f  q u a n t i z e  l e v e l s 
N u mb e r  o f  s a m p l e s  
P ro ba b i l i ty a s s i g nm e n t  i n  t h e 
d i sc r e t e  c a s e  
A pr i o r i  p r o ba b i l i ty f o r e a c h  o f  
t h e c l a s s e s  
P ·i , a c o n s t a n t  
Ex po n e n t i a l  
F r e q u e n c y o f  o c c u r r e n c e  o f  t h e  j t h e l eme n t  
E x p e c t e d  v a l u e o f  t h e . r a n d o m  
v a r i a b l e  X 
F a c t o r i a l  
Pa r am e t e r  v e c t o V' 
R i s k  o f  m a k i n g a d e c i s i o n  
L i k l i h o o d  r a t i o 
T h re s ho l d 
D e l t a  f u n c t i o n  
Hy p o t h e s i s  
C o nd i t i o n a l p d f  
A p p ro a c h e s  
L e s s  t h a n  
G rea t e r  t h a n 
D e f i n e d  a s  
-
E r ro r  F u n c t i o n  
C u mu l a t i v e d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  
8 7  
s S h i f t 
v k O u t p u t l o c a t i o n o f  t h e k
t h 
i m p u l s e  
U k I n p u t  p a r a m e t e r  l o c a t i o n  
a ; k W e i g h t  o n  t h e k t h i m p u l s e  f o r 
t h e  ; t h c l a s s 
r q u a n t i z e  i n t e r v al 
N . N um b e r  o. f  t i m e s  t h e · t h J J 
e v en t o c c u r s  
D B  D e c i s i o n B o u n d a r-y 
llJ 
I 2 J 
I .3J 
I 4J 
! 5 ] 
I 6 ] 
I 7 J 
I BJ 
I9J 
I l OJ 
88  
B I B L I OG RA P H Y 
R .  E. M a r s h a l l a n d F .  J .  Kr i � g l e r ,  1 1 A P r o t o ty p e  
H.y b r i. d M u 1 t i s p e c t r a 1 P r o c e s s o r ( S PAR  C / H } w i t h H i g h 
T b.r o u g h. p u t  C a p a b i l i ty , "  I n f r a r ed a ri d O p t i c s 
L a b o r a t o ry , W i l l ow R u n - l a b o r a to r i e s , I n s t i t u t e  o f  
Sc i enc e a n d T ec h n o l o gy ,  U n i v e r s i ty o f  M i c h i g a n  
T e c hn i c a l  R e p o r t N o j WRL  3 1 6 5 - 2 3 - T , p .  7 ,  M a r c h , 
1 9 7 1 . 
J .  M .  Wo z e n c r a f t a n d I .  M . J a c o b s , P r i n c i p l e i o f  
C ommu· n ; c· a· t i o n  E ng i n e e r i ng .  N e w  Yo rE J o h n  W i l ey 
a n d So n s , I n c . , 1 9 6 5 , p .  1 2 9 . 
J .  M a x , " Q u a n t i z a t i o n fo r M t n i m u m  D i s to r t i o n , "  I R E 
· T r a n s a c t i o n s  o n  I n f o rma t i o n  T h e o ry ,  V o 1 . I T - 1 6 , -. ­
N o . 1 ,  p p . 7 �12 , Ma r c h 1 9 6 0 . 
P .  A .  W i:  n t z a nd A • J . Ky r t e  n b a c h , 11 A n  a 1 y s i s a n d 
M i: n i m i " z a t i· o n  o f  M e s s a g e  E r r o r  i n  PCM  T e l e m e t ry , " 
S c ho o l o f  E l e c t r i c a l  E n g i n e e r i n g � P u r d u e _ U n i v e r s i ty ,  
L a f a y e t t e , I nd i a na , T ec h n i c a l  R e po r t  T R - E E 6 7 - 1 9 , 
p .  5 ,  D e c e m b e r  1 9 6 7 . 
J .  D .  B r u c e , " O p t i m u m  Q u a n t i z a t i o n , "  M a s s a c h u s e t t s  
I n s t i t u t e  o f  T e c h n o l o gy , R e s e a r c h L a b o ra t o ry o f  
E l e c t r o n i c s , T e c h n i c a l R e p o r t 4 2 9 , M a r c h  1 9 6 5 . 
V .  R .  A l g a z i , " U s e f u l A p p r o x i m a t i o n s  t o  O p t i m u m  
Q u a n t i z a t i o n s , "  I E E E  T r a n s a c t i o n s  o n  C o m m u rl-i c a t i o n 
T e c h n9 l ogy , V o l . C O M - 1 4 , N o . 3 ,  p p . 2 9 7 - 3 0 1 , J u n e 
1 9 6 6 . 
A .  I .  V e l i c h k i n , " O p t i mu m  C h a r ac t e r i s t i c s o f  
Q u a n t i z e r s , " Rad i o  E n g i n e e ri ng { E n g l i s h _t r a n s l a t i o n _ 
o· f R a d i o t e k n i ktl , . N o . 2 ,  p p . 1 - 7 , F e b r u a ry 1 9 6 3  . 
. 
W .  R .  B e n n e t t , " S p ec t r a  o f  Q u a n t i. z. e d  S. i g n a 1 s , "  
B � l l Sy s t e m T e c h n i c a l  J o u r n a l , V o l . 2 7 , p p . 4 4 6 - 4 7 2 , 
J u l y  1 �FnL 
R .  B ·. B l i z a r d , .. Q u a n t i z a t i o n f o r  C o r r e l a t i o n  D e c o d ­
l. n g , 11 I E E f- T r a n s a c t i o n s o n  C ommu n i' c a t i· o n  T e c h n o l .Q_g_y , 
V o l . · C O M - 1 5 , No . 4 ,  p p .  6 5 5 - 6 5 7 , A u g u s t  1 9 6 7 . 
D .  G .  M e s s e r s c. hm i t t , " Qu a n t i z i n g fo r M a x i m u m  O u t p u t 
E n  t r o p y , 1 1 .!J_ f E _I_r a n s a c t i  o !l s o n I n f o r m  a t i o n T h e o r y , 
V o  1 • I T  - 1 7  , N o  . 5 =- p • 6 1 2 , S e p t emb e r  1 9  7 1  . 
( 1 1 ]  
[ 1 2 ]  
[ 1 3 1 
[ l 4 ] 
[ 1 5 ] 
[ 1 6 ] 
f l  7 ] 
f l 8 ] 
1 1 9 ]  
I 2 0 ] 
I 2 1 ]  
I 2 2J 
1 2 3] 
N • D • D i a m  a n t i d e s· , " Q u a n t i z a t i o n , S t  a t i s. t i c s a n d 
M a t c h i n g o f  M a p s  a n d P i c t u r e s , "  I E E E  T r a n s a c t i o n s  
o n  A e r o s pa c e  a n d N a v i ga t i o n a l  E l �c t r o n i c s , V o l . 
A N E - 1 1 , N o � 3 ,  p p . 1 80 - 2 0 6 , S e p t e m b e r 1 9 6 4 . 
D • G . W a t t s  , · 11 A G e n  e r  a 1 T h e o ry o f Am p. l ·i t u  d e  
Q u a n t i z a t i o n  w i t h  A p p l i c a t i o n s  to C o r r e l a t i o n  
D e t e rm i n a t i o n , "  T h e  I n s t i t u t e  o f  E l e c t r i c a l  
E ngi n e e r s , M o n o g r a p h  N o . 4 8 1 M , p p . 2 0 9 - 2 1 8 , 
N o v em b e r  1 9 6 1 . 
A .  P a p o u l i s ,  P r o b a b i l i ty ,  R a n d om V a r i a b l e s  a n d  
S to c h a s t i c  P r o c e s s e s . N ew Y o r k : Mc G r a w - H i l l  
BOOk C o . , I n c . , 1 9 6 5 , p .  1 2 2 .  
J .  M .  W o z e n c r a f t  a nd I .  M .  J a c o b s , p p . 38 6 - 4 0 5 . 
J .  C .  H a n c o c k a n d P .  A .  _W i n t z , S i gn a l  D e t e c t i o n 
T h e o ry .  N ew Y o r k : M c G r a w- H i l l  B o o k C o . ,  I n c . , 
1 9 6 6 , p p . 3 0 - 4 5 . 
K .  F u  k u n a g  a a n d T • F . Kr i 1  e , 11 Ca 1 c u  1 a t  i o n  o f  
B a y e s ' R e c o g n i t i o n  E r r o r  f o r T w o  Mu l t i v a r i a t e 
G a u s s i a n  D i s t r i b u t i o n s , "  I E E E  T r a n sa c t i o n s  o n  
E l e c t r o n i c  C ompu t e r s , V o l . E C - 1 8 , No . 3 ,  p p . 
2 2 0 - 2 2 9 , M a r c h  1 9 6 9 . 
K .  F u k u n a g a  a n d D .  L .  K e s s e l l ,,  11 E s t i m. a t i o n  o f  
C l a s s i f ·i c a t i o n  E r r o r , 1 1 I E E E  Compu t e r  S o c i e ty 
R epo s i t o ry ,  N o . R - 7 1 - 2 7 , J a nu a ry 1 97 1 . 
8 9  
L .  B r e i m a n , P ro b � b i l i ty a n d S t o c h a s t i c  P r o c e s s e s 
W i t h  a V i ew T o w a r d  App l i c a t i o n s . B o s to n : H o u g h t o n ­
M i f f l  i n  C o . ,  1 9 6 9 . 
A .  P a p o u l i s , p p . 3 - 2 7 5 . 
R .  V .  H o g g  a n d  A .  T . C ra i g , I n t r o d v c t i o n t o  
M a t h em a t i c a l  S t a t i s t i c s . N ew Y o r k : T h e  
M a c m i l l a n C o . ,  1 9 7 0 . 
J .  M i l l e r a n d J .  E .  F r u e n d , P r o b a b i l i ty a n d 
S ta t i s t i c s fo r E ng i n e e r s . E n g l ewood  C l i f f s , N . J . : 
P r e n t i c e - H a l l >  I n c . , 1 9 6 5 . 
J .  M .  W o z e n c ia f t  a n d I .  M . _J a c o b s , p p . 1 2 - 1 28 .  
J .  C .  H a n co c k  a n d P .  A .  W i n t z ,  p p . 3 0 - 4 5 .  
{ 2 4 ]  M .  S c hw a r t z , I n f b rm a t i o n T r a n s m i s s i o n � M o d u l a t � o n  
a n d N o i s e .  N ew Y o r k : M c G r a w - H i l l B o o k C o . ,  I n c . , 
1 9 7 0 , p p . 5 7 7 - 5 9 6 . 
[ 2 5 ]  A .  P a p o u l i s ,  p p . 8 8 - 9 8 .  
[ 2 6 ] B .  W .  L i n d g r e n  a n d G .  W .  M c E l r a t h , I n t r o d u c t i o n  
t o  P r o b a b i l i ty a n d S t a t i s t i c s . N ew Y o r k :  T h e  
McM i1 l a n  C o  . , . 19 5 9 , p p  • 1 8  8 - 1 89 • 
{ 2 7 ]  
{ 2 8 ]  
I 2 9 J 
I 3 0 J 
I 3 1 J  
I .  M i  1 1  e r  a n d \.J • E .  
R .  v .  H o g g  a n d A . .' T .  
J .  M .  H o z e n c r a f t . a n d 
J . c .  H a n c o c k a n d p .  
J . _ c .  Ha n c o c k a n d p .  
F r u e n d , p . 5 4 . 
C ra  i 9. ,  p .  2 6 9 . 
I .  M .  J a c o b s , p . 1 6 5 . 
A .  W i n t z , p p . 4 1 - 4 5 . 
-
A .  W i n t z ,  p p . 4 1 - 4 5 . 
I 3 2 J J .  M a x , p .  1 2 . 
I 3 3 ] P .  A .  W i n t z a n d A .  J .  Ku r t e n b a c h ,  p .  1 4 9 . 
I 3 4 ]  M .  A b r a m o w i t z  a nd I .  S .  S t eg u n , E d s ,  H a n d b o o k  o f  
M a t h em a t i c a l  F u n c t i o n s . Wa s h i n g t o n , D .  C . : 
! 3 5 ] 
! 3 6 ] 
! 3 7 ) 
I 3 8 ] 
I 3 9 J 
Un i t e d  S t a t e s  D e p a r tm e n t  o f  Comm e r c e , N a t i o n a l  
B u r e a u o f  S t a n d a r d s ,  M ay 1 9 6 8 , p .  2 9 8 . 
J . M a x , p p . 7 - 1 2 . 
D .  G .  W a t t s , p p . 2 0 9 - 2 18 . 
p .  A .  W i n t z a nd A .  J .  Ku r t e n b a c h ,  p p . 1 2 7 - 1 3 4 .  
J • M a x , p p .  7 - 1 2 .  
J . M .  Wo z e n c r a f t  a n d I .  M .  J a c o b s , p .  4 9 . 
9 0  
